
上海交通大学学位论文

核函数低维随机特征逼近的广义
构建方法及应用研究

姓 名：罗钦
学 号：119032910073
导 师：黄晓霖 副教授
学 院：电子信息与电气工程学院
学科/专业名称：控制工程
申请学位层次：工程硕士

2022 年 02 月





A Dissertation Submitted to
Shanghai Jiao Tong University for Master/Doctoral Degree

RESEARCH ON GENERALIZED
CONSTRUCTION METHOD AND APPLICATION
OF LOW DIMENSIONAL RANDOM FEATURE

APPROXIMATION OF KERNEL FUNCTION

Author: Qin Luo
Supervisor: Associate Prof. Xiaolin Huang

School of Electronics Information and Electrical Engineering
Shanghai Jiao Tong University

Shanghai, P.R.China
Feb, 2022





上海交通大学硕士学位论文

摘 要

核学习方法作为利用样本之间的配对信息的重要机器学习方法，具有

坚实的理论基础，在分类、回归、降维、聚类等问题中有重要的应用。然而

在大规模数据问题中超高的运算存储复杂度及欠佳的灵活性限制了核学习

方法在复杂的实际场景中的应用。由于核函数的低维随机特征能够显著地

降低核学习方法的时间和空间复杂度，并且可以通过级联结构来增强核学

习方法的灵活性，因而其成为近年来核学习领域的研究热点。但是现有的

核函数随机特征逼近框架要求核函数满足正定性和平移不变性，而常见的

线性核函数、多项式核函数及更广泛的距离度量并不满足这两个性质。此

外，在计算存储资源进一步减少情况下，现有的核函数随机特征逼近框架

通过减少核函数随机特征的数目来降低存储消耗的方式会严重影响核学习

方法的泛化性能。因此，从突破正定性和平移不变限制及计算存储资源有

限的角度研究核函数的随机特征逼近方式仍然具有学术和应用价值。

本文工作围绕核函数的低维随机特征这个主题进行展开，涵盖随机特

征的适用范围、随机特征的构建方法和随机特征在其他机器学习研究及实

际场景中的应用三个方面。本文的主要研究内容如下：

1. 针对现有随机特征逼近框架对核函数的正定性和平移不变性的限制，
本文提出了复空间下的不定核的随机特征逼近框架，从理论上证明提出方

法的无偏性并且利用正交化的方法减小逼近的方差。最后本文实验验证了

相较于现有的不定核与非平移不变核的逼近方法，所提的不定核随机特征

逼近方法可以取得更好的核函数的逼近性能。

2. 针对在计算存储资源有限的情况下随机特征数目的减少带来核方法
泛化性能下降的问题，本文提出了基于低比特量化的随机特征的深层核学

习框架。相比于 32 位浮点数表示，低比特量化的随机特征允许深层核函数
在计算存储资源有限的情况下宽度和深度的增加。本文从理论上分析了低

比特量化能够带来的模型压缩和运算加速的程度。最后在不同的计算存储

资源下实验对比了基于低比特和 32 位比特表示的随机特征的深层核方法，
验证了在存储资源有限的情况下低比特轻量化表示的随机特征比 32 位浮
点数表示的随机特征具有更好的学习性能。

3. 在应用上，本文从神经正切核（NTK: Neural Tangent Kernel) 低
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维逼近的角度思考深度神经网络在小样本上的学习问题。针对深度神经网

络在小规模数据集上进行优化的过程中出现的“过拟合”情况，本文基于

NTK 低维假设和神经网络低维训练特性，构造了深度神经网络在小样本学
习问题上的低维优化空间，验证了其在小样本学习问题上较优的性能。基

于此优化空间，本文提出通过元学习的方法对优化空间进行学习和调整。

在具体实验上，基于 NTK 低维假设和元学习方法学习得到的低维优化空
间能够有效地缓解深度神经网络在小样本学习问题上出现的“过拟合”情况。

关键词：随机特征，不定核，深层核函数，低比特量化，小样本学习，过拟
合
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ABSTRACT

As an important machine learning method utilizing the pair informa-
tion between samples, kernel method has solid theoretical foundation and a
wide application in classification, regression, dimensionality reduction, and
clustering. However, the extremely high computational complexity in the
large-scale problem and weak flexibility restrict the application of kernel
method in more complicated scenarios. Random features are proposed to
reduce the computational complexity of the kernel method and enhance the
flexibility through the cascade structure. It has become a popular topic re-
cently in the kernel learning research. However, the existing random feature
approximation framework requires the kernel function to be positive definite
and shift-invariant, while some widely used kernel functions like linear kernel
and polynomial kernel do not satisfy these two characteristics. In addition,
when computation and storage resources are restricted, directly reducing
the dimensionality of random features will degrade the generalization perfor-
mance of kernel methods. Therefore, the research on random features from
the perspective of breaking the restriction of positive definiteness as well as
shift-invariance and reducing the computation consumption is valuable both
in academic and application scenario.

The thesis is developed around the topic of random features, focusing
on three important aspects of random features: the scope of application,
the construction, and the application in other machine learning research and
practical scenarios for random features. The main research contents include:

1. To break through the restrictions of positive definiteness and shift-
invariance for the existing random feature approximation, this thesis pro-
poses a random feature approximation framework for indefinite kernels in
complex space. The thesis proves the unbiasedness of the random features
for indefinite kernels and proposes the orthogonal method to reduce the ap-
proximation variance. Eventually, the experiments verify that the proposed
random features can achieve better approximation performance compared
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with the existing approximation methods .
2. Considering the problem that the reduction of the dimension of ran-

dom features under restricted computation and storage resources leads to the
degradation of the generalization performance for kernel method, this thesis
proposes a deep kernel learning framework based on low-bit quantized ran-
dom features. Compared with the 32-bit floating-point representation, the
random features with low-bit representation allow the deep kernel to increase
its width and depth under restricted computation and storage resources.
This thesis theoretically analyzes model compression and calculation accel-
eration rate brought by low-bit quantization. Eventually, the experiment
verifies that the low-bit representation of random features possesses better
learning performance than the 32-bit floating-point representation under the
restricted computation and storage resources.

3. In terms of application, this thesis considers the few-shot learning
problem of deep neural networks from the perspective of the low-dimensional
approximation for neural tangent kernel (NTK). To tackle the ”overfitting”
dilemma of deep neural networks when optimized on small datasets, this
thesis constructs the low-dimensional optimization space in few-shot learn-
ing problem based on the NTK low-dimensional hypothesis and the low-
dimensional training characteristics of the neural network. The optimal
space demonstrates its superior performance on few-shot learning problems.
Based on this optimal space, this paper proposes to adjust the optimal
space through meta-learning. The experiment results indicate that when
the deep neural network is trained in the space formulated by NTK low-
dimensional hypothesis and meta-learning, the ”overfitting” dilemma in the
few-shot learning problem could be effectively alleviated.

Key words: random features, indefinite kernel, deep kernel, low-bit quan-
tization, few-shot, overfitting
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第一章 绪论

1.1 研究背景及意义

核学习方法是利用样本之间的配对信息构建的核函数替代高维甚至无

穷维的非线性特征映射的一种学习方法。核学习方法易于训练，是过去二三

十年之间主流的机器学习方法之一，是人工智能、信息科学、运筹学、统计

分析、逼近论等多学科的交叉研究领域。研究学者们在理论、算法和应用等

方面进行了长期研究，发展了如图1-1所示的以支持向量机（SVM: support
vector machine）[1, 2]、支持向量回归（SVR: support vector regression）[3]、核

主成分分析（kPCA: kernel principal component analysis）[4]、核谱聚类（KSC:
kernel spectral clustering）[5]、核逻辑回归（KLR: kernel logistic regression）
[6]、核岭回归（KRR：kernel ridge regression）[7] 为代表的一系列核学习方

法，极大地提升了统计机器学习算法的性能。核学习方法具有坚实的理论

保证、良好的实际效果，在诸多场合如数据因果分析[8]、图像分类[9]、目标

跟踪[10]、文本匹配[11, 12] 等得到了广泛的应用。

图 1-1 核学习方法在各类学习问题的应用及代表性的机器学习算法

Fig. 1-1 Application of kernel method in various learning problems and its rep-
resentative machine learning algorithms

纵然传统的核方法在机器学习领域有广泛应用，然而其本身存在两个

较大的缺陷：

1
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1) 大规模核学习问题中时间和空间复杂度大
传统的核方法时间复杂度和空间复杂度较大，传统核方法严重依赖于

核矩阵，而核矩阵的构建以及求逆等运算消耗大量的时间和空间。给定样

本数目和样本维度为 N 和 d，SVM、KLR等核机器学习算法所需要的时间
和空间复杂度为 O(N2d) 和 O(N2)。当样本数目 N 极大时，即大规模核学

习问题上，传统的核方法消耗时间以及存储成本是难以接受的，严重限制

了其在计算资源匮乏的场景中的应用。

2) 传统核学习方法的灵活性欠佳
传统的核方法需要根据对于应用场景的理解和先验知识人为选定核函

数的形式，并通过最大似然估计方法、交叉验证[13] 等方法来确定核函数中

的超参数。然而人为选定核函数局限了核方法在实际应用中的性能进一步

提升，一方面提供核函数的选择是很有限的，很难遍布所有的核函数空间；

另一方面核函数的选择依赖于强烈的先验知识，而难以通过数据驱动的方

式，人为选择的核函数往往在给定的具体问题和数据集下并非性能最优的

选择。因此传统的核方法在算法的灵活性上欠佳。

大规模核学习[14, 15, 16] 和灵活的核学习[17, 18] 成为了核学习领域研究

的两个重点。核函数的低维逼近方法[19, 20, 21] 提升核方法在大规模数据学

习问题上的运算效率，降低了存储消耗。通过数据驱动的方式学习核函数

的低维逼近中的参数，从而使得在更广泛的函数空间学习到的核函数更加

适合给定的数据集和场景任务。随机特征逼近[22, 23] 是核函数的低维逼近

最为流行的方法，然而现有随机特征逼近框架大多是针对形式已知的正定

核函数设计的，并且不适应于低计算存储资源的环境。因此，研究在更广泛

的核函数范畴以及落地场景下的随机特征的构建具有重要的意义。

随机特征及其代表的核函数的低维逼近特性在核方法之外的其他机器

学习算法中也有重要的应用，如在目前计算机视觉和语音语义识别领域大

热的 Transformer[24, 25]中，核低维随机特征的采用能够将 Transformer中的
运算量从平方复杂度降低到线性复杂度[26, 27]，从而能够将 Transformer 应
用到大尺度的计算机视觉问题与长序列的语义识别问题中。此外随机特征

也应用于深度神经网络动态特性[28, 29, 30] 的理解中。尽管深度神经网络在

实际应用中的性能超越核方法，然而核方法具有更加坚实的理论基础[31, 32]，

从核方法的角度出发能够很好地理解深度神经网络这个“黑盒”的优化过

2
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程和泛化性能。例如，Belkin和 Liu等人[33, 34] 通过调整核函数的随机傅里

叶特征的数目来模拟深度神经网络模型复杂度上升的过程，从而发现并解

释了深度神经网络中出现的偏差和方差双下降（double descent）的现象。

1.2 国内外研究综述

本节主要对本文研究涉及的基础理论和研究现状进行介绍。1.2.1 节主
要介绍核方法中的基本定义及理论，1.2.2 节主要对于核函数的低维随机特
征逼近方法的研究现状进行综述。

1.2.1 核方法基础理论

核函数和核矩阵是核方法中最为基础的概念，为了方便后续理解，本

小节首先给出核函数和核矩阵的定义。

定义 1.1. （核函数）给定任意两个样本 x,y ∈X ⊆ Rn，以及高维甚至

无穷维的非线性映射函数 ϕ(.)，那么两个样本在映射函数作用下的内积可
以表示成核函数 k(., .) : Rn ×Rn → R 如下：

k(x,y) = 〈ϕ(x),ϕ(y)〉 (1.1)

定义 1.2.（核矩阵）给定核函数 k(., .) : X2 →R，样本 x1,x2, ...,xN ∈X，

那么对于 N ×N 的矩阵，若矩阵中的每个元素满足：Ki, j := k(xi,x j)，则称

该矩阵 K 为关于 k 的核矩阵或 Gram 矩阵。

从定义上看，核函数定义的是两个样本在高维甚至无穷维映射空间之

间的相似/不相似的度量，而核矩阵则是数据集中两两样本在高维甚至无穷
维映射空间的相似/不相似性的度量矩阵。统计机器学习中有大量利用样本
和样本之间的相似信息的算法，如在 k-近邻算法[35] 中通过计算样本与其他

样本之间的相似性度量，对于相似度量较大的样本标签进行统计，从而获

得该样本的标签。在近年流行的深度学习方法中，相似性度量依然有广泛

的应用，如在小样本学习问题中，一类基于度量的方法[36, 37, 38] 也是根据

衡量测试集数据和少量训练样本之间的距离来确定样本的标签。在传统的
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核方法中，为了使得使用核函数后优化问题依然保持凸性，约定所采用的

核函数为正定核函数。

定义 1.3. （半正定矩阵）给定一个实对称矩阵 K，对于任意一个非零

向量 α，满足 αT Kα ≥ 0，那么称 K 是半正定矩阵。K 是半正定矩阵的充

分必要条件是矩阵的所有特征值是非负的。

定义 1.4. （正定核函数）定义在 X×X 上的核函数 k，如果给定任意

的样本数目 N 和所有样本 x1,x2, ...,xN ∈X，k 产生的 Gram 矩阵为半正定
矩阵，即

N

∑
i=1

N

∑
j=1

cic jk(xi,x j)≥ 0 (1.2)

对任意的 c ∈ RN 成立。则 k 为正定核函数。

如果核函数不满足定义1.4中的正定性条件，则称为不定核。给定一个
正定核函数，则其隐式定义的特征空间是一个再生核希尔伯特空间（RKHS:
Reproducing Kernel Hilbert Space）。

定义 1.5.（再生核希尔伯特空间）定义 H 是一个由 f : X →R组成的
希尔伯特空间，那么如果存在函数 k : X×X → R 满足：

1) k 具有再生核性质，即满足对于所有 f ∈H，〈 f ,k(x, .)〉= f (x)。

2) k 张成 H。

则称 H 是具有点积 〈., .〉 的再生核希尔伯特空间。

从定义1.4判断核函数是否正定需要考虑两个“任意”的条件，一个是
任意的样本数目，另一个是任意的样本取值，而这两个” 任意“的条件”使
得难以从核函数定义的角度去判断核函数是否正定。核方法领域广泛使用

的核函数大部分属于 Mercer 核函数这个类别，Mercer 定理和 Mercer 核映
射定理给出了 Mercer 核函数的定义与正定性保证。

定理 1.1. （Mercer 定理[2]）假定 k ∈ L∞(X
2) 是满足如下条件的对

称实函数：其对应的积分运算 Tk 是正定的，其中 Tk：L2(X) → L2(X)，

(Tk f )(x) :=
∫
X k(x,y) f (y)dµ，即对于所有 f ∈L2(X)，有∫

X2
k(x,y) f (x) f (y)dµ(x)dµ(y)≥ 0 (1.3)

4
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令 ψ j ∈ L2(X) 是 Tk 的单位正交特征函数，相关联的特征值 λ j ≥ 0 以非递

增的顺序排列，那么有

1) (λ j) j ∈ l1

2)对于任意的 x,y ∈X，有 k(x,y) = ∑NH

j=1 λ jψ j(x)ψ j(y)成立，其中 NH ∈
N 或者 NH ∈ ∞。

Mercer 定理揭示的是正定 Mercer 核函数可以表示成有限或无穷个特
征函数之积的和的形式，这是核函数的低维逼近方法的理论支撑，即可以

采用有限维度的特征函数之内积的和来逼近无穷维度的特征函数之内积的

和。

定理 1.2. （Mercer 核映射定理[2]）若 k 是满足定理1.1的核函数，那么
对于任意的 x,y ∈X，可以构造高维或者无穷维的映射，使得

〈ϕ(x),ϕ(y)〉= k(x,y) (1.4)

从定理1.2可以看出，Mercer 核函数具有对应的非线性特征映射函数，
结合定义1.4和定理1.2可以推导得到 Mercer 函数的正定性质。

N

∑
i=1

N

∑
j=1

cic jk(xi,x j) =
N

∑
i=1

N

∑
j=1

cic j〈ϕ(xi),ϕ(x j)〉=

∥∥∥∥∥ N

∑
i=1

ciϕ(xi)

∥∥∥∥∥
2

≥ 0 (1.5)

Mercer 核函数涵盖了部分正定核函数，以下给出常用的正定核函数：

• 高斯核函数

k(x,y) = exp(−||x− y||2

2σ2 ) (1.6)

其中 σ > 0。σ 为高斯核函数的带宽，σ 越大，核函数的取值随着两
个样本之间的欧氏距离的变化越平缓。高斯核函数是核方法中最常用

的核函数类型，通过交叉验证方式等方法可以调节其带宽参数使得其

在给定任务上性能达到较好水平。

• 拉普拉斯核函数
k(x,y) = exp(−||x− y||

σ
) (1.7)
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与高斯核函数相同，拉普拉斯核函数的带宽参数 σ > 0。与高斯核函

数不同的是，拉普拉斯核函数对带宽参数 σ 的变化不敏感。

• 径向核函数（RBF: Radial Basis Function）

k(x,y) = ϕ(||x− y||p) (1.8)

其中 p > 0，ϕ 是实数域上的函数，径向核函数与两个样本之间的 p-范
数距离相关。高斯核函数与拉普拉斯核函数是径向核函数的两个特例，

对于高斯核函数 p = 2，而对于拉普拉斯核函数 p = 1。径向核函数具

有重要的性质，径向核函数的傅里叶变换是径向函数，后续针对不定

核的随机特征构建的研究将会使用到这个性质。

• 线性核函数
k(x,y) = 〈x,y〉 (1.9)

内积和机器学习算法中常用余弦距离的评价指标有紧密联系，当向量

x,y 为单位向量时，线性核函数等价于余弦距离。此时线性核函数的

值越大，代表两个向量线性相似程度越大。

• 多项式核函数
k(x,y) = (〈x,y〉+ c)d (1.10)

其中 d ∈N，c ≥ 0。当 d = 1且 c = 0的时候，多项式核函数可以退化

成线性核函数。

• Sigmoid 核函数
k(x,y) = tanh(β 〈x,y〉+θ) (1.11)

其中 tanh 为双曲正切函数，β > 0, θ < 0。Sigmoid 函数是条件正定
核，当 β < 0 时，Sigmoid 核函数不具有正定性质。

定义 1.6.（平移不变核函数）定义在X×X 上的核函数 k，如果对于任

意的样本 x和 y，核函数 k(x,y)是两个样本之差的函数，即 k(x,y) = k(x−y),
则核函数 k(x,y) 具有平移不变性质。

6
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根据平移不变核函数的定义，在常用的正定核函数之中，包含高斯核

函数、拉普拉斯核函数在内的径向核函数满足平移不变的性质。而线性与

多项式核函数是关于样本间内积的函数，不具有平移不变性质，其为非平

移不变核。

在常用的正定核函数基础上，可以通过下面的方法生成新的正定核函

数：

• 假设 k1 和 k2 是正定的核函数，对于所有 γ1 > 0 和 γ2 > 0，这两个核

函数的线性组合 γk1 + γk2 也是正定核函数。

• 假设 k1 和 k2 是正定的核函数，这两个核函数的直积 k1 ⊗ k2(x,y) =

k1(x,y)k2(x,y) 是正定核函数。

• 假设 k1 是正定核函数，对于所有函数 g(x)，k(x,y) = g(x)k(x,y)g(y)是

正定核函数。

定理 1.3.（表示定理[39]）令 H为正定核函数 k(., .)对应的 RKHS空间，
||h||H 表示为 H空间中关于 h的范数，给定任意单调递增函数 Ω : [0,∞]→R
和任意的非负损失函数 l : RN → [0,∞]，优化问题

min
h∈R

F(h) = Ω(||h||H)+ l(h(x1),h(x2), ...,h(xN)) (1.12)

的解总可以写成为：

h∗(x) =
N

∑
i=1

αik(x,xi) (1.13)

表示定理在核方法中具有重要的作用。采用了核方法后，优化问题(1.12)
中的最优解 h∗(x) 可以写成核函数 k(x,xi) 的线性组合的形式，而对损失函

数 l(x) 的形式没有要求，对正则化项的要求仅为单调递增。从表示定理出

发，研究者们发展出系列以核函数为中心的机器学习方法，称为核方法或

者核学习方法。下面主要介绍本文涉及到的两个核学习方法，支持向量机

和支持向量回归算法。

1) 支持向量机算法
下面介绍的基于带有软间隔的支持向量机算法，图1-2为数据线性可分

情况下支持向量机算法示意图，软间隔允许支持向量机算法在线性决策面

7
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图 1-2 数据线性可分情况下带有软间隔的支持向量机示意图[40]

Fig. 1-2 Support vector machine with soft interval when data is linearly separable
[40]

ξ 范围内的样本出错，其中 ξ ≥ 0。给定训练数据集 {xi,yi}N
i=1，与图1-2有

所不同的是，大部分情况下训练数据集无法通过一个超平面线性可分，因

此需要将原始样本映射到高维或者无穷维的映射空间中，在这个特征空间

里面训练样本线性可分。假设高维或者无穷维的映射函数为 ϕ(.)，则决策
函数可以表示为

f (x) = wT ϕ(x)+b (1.14)

其中 w 和 b 是模型参数，SVM 可以表示成如下的带约束优化问题：

min
w,b,ξi

1
2
||w||2 +C

N

∑
i=1

ξi

s.t. yi(wT ϕ(xi)+b)≥ 1−ξi

ξi ≥ 0 i = 1,2,3...,N

(1.15)

优化问题中 ξi 为松弛变量，其反映了每个样本违背 yi(wT ϕ(xi)+ b) ≥ 1 这

个不等式约束的程度，C 称为正则化参数。如果将约束条件写成惩罚函数

8
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的形式，则优化问题(1.15)也可以写成：

min
w,b

1
2
||w||2 +C

N

∑
i=1

max(0,1− yi(wT ϕ(xi)+b)) (1.16)

公式(1.16)称为 Hinge损失函数。对于优化问题(1.15)采用 Lagrange乘子法，
则这个问题的 Lagrange 函数可以写成：

L(w,b,α,ε,µ) =
1
2
||w||2 +C

N

∑
i=1

ξi +
N

∑
i=1

αi(1−ξi − yi(wT ϕ(xi)+b))−
N

∑
i=1

µiξi

(1.17)
其中 αi ≥ 0，µi ≥ 0 是 Lagrange 乘子。对于 w,b,ξi 进行求偏导为零，则有：

∂L
∂w

= w−
N

∑
i=1

αiyiϕ(xi) = 0

∂L
∂b

=
N

∑
i=1

αiyi = 0

∂L
∂ξi

=C−αi −ξi = 0

(1.18)

代入(1.15)，则可以得到对偶问题

min
α

N

∑
i=1

αi −
1
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

αiα jyiy jk(xi,x j)

s.t.
N

∑
i=1

αiyi = 0

0 ≤ αi ≤C i = 1,2,3...,N

(1.19)

其中 k(xi,x j) = 〈ϕ(xi),ϕ(x j)〉 是正定核函数。对偶问题可以通过 SMO 算法
进行求解，求解后得到分类面如下：

w =
N

∑
i=1

αiyiϕ(xi) (1.20)

9
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图 1-3 线性相关情况下带有 ε-间隔带的支持向量回归示意图[40]

Fig. 1-3 Support vector regression with ε-interval band in the case of linear cor-
relation [40]

对应的决策函数可以写成：

f (x) =
N

∑
i=1

αiyik(xi,x)+b (1.21)

2）支持向量回归算法
下面考虑的是回归问题，给定训练数据集D= {(x1,y1),(x2,y2)...,(xN ,yN)}，

需要学习回归模型 f (x) 使得其与 y 之间的距离尽可能小。如果自变量和因

变量之间线性相关，那么采用的回归模型为线性回归，即：

f (x) = wT x+b (1.22)

实际大部分情况下自变量和因变量之间并非线性相关，因此和支持向

量机方法类似，首先将训练样本通过映射函数 ϕ(.) 投射到线性相关的空间
中，然后进行线性回归。图1-3是支持向量回归方法，与传统的回归方法不
同的是，支持向量回归允许 f (x) 和 y 之间有 ε 的误差，在 2ε 范围内的样
本不计算损失误差。则 SVR 的原问题可以写作：

10
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min
w,b,ξi,ξ̂i

1
2
||w||2 +C

N

∑
i=1

(ξi + ξ̂i)

s.t. f (ϕ(xi))− yi ⩽ ε +ξi

yi − f (ϕ(xi))⩽ ε + ξ̂i

ξi ⩾ 0, ξ̂i ⩾ 0, i = 1,2, . . . ,N

(1.23)

ξi 和 ξ̂i 是松弛变量，反映其偏离 ε-间隔带的程度，二者为零时代表样本点
在 2ε 区间内。优化问题(1.15)中的约束条件写成惩罚函数的形式，即

min
w,b

1
2
||w||2 +C

N

∑
i=1

ℓε( f (xi)− yi) (1.24)

其中 ℓε 定义为：

ℓε(z) =

0, if |z|⩽ ε

|z|− ε, otherwise
(1.25)

和支持向量机问题类似，对于公式(1.15)所示的 SVR 优化问题，可以
通过构造拉格朗日函数并对 w, b, ξi, ξ̂i 求导，从而得到对偶问题：

max
α,α̂

N

∑
i=1

yi (α̂i −αi)− ε (α̂i +αi)

− 1
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

(α̂i −αi)
(
α̂ j −α j

)
k(xi,x j)

s.t.
N

∑
i=1

(α̂i −αi) = 0

0 ⩽ αi, α̂i ⩽C

(1.26)

同样地，αi 和 α̂ j 是对偶变量，k(xi,x j) = 〈ϕ(xi),ϕ(x j)〉是正定核函数。对偶
问题求解后得到对偶变量 αi 和 α̂ j 的值，则最优解为：

w =
N

∑
i=1

(α̂i −αi)ϕ (xi) (1.27)

11
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最终回归模型为：

f (x) =
m

∑
i=1

(α̂i −αi)k (x,xi)+b (1.28)

1.2.2 核函数低维随机特征逼近方法综述

核函数低维随机特征的提出的主要目的是解决大规模核学习和灵活的

核学习问题，研究者为解决这两个核学习关键问题进行了大量探索。针对

大规模的核学习问题，一种简单的思路是采用分治法将数据聚类成 t 个类

别，然后对每个类别的数据求解子问题，从而能够逼近原始问题的解[41, 42]。

分治法能够将核方法的时间复杂度降低为 O(N2/t)，空间复杂度降低为

O(N2/t2)。由于该方法的时间复杂度依然为 O(N2) 的量级，算法加速效

果有限。核低维逼近算法是解决大规模的核学习问题的另一种途径。现有

的核低维逼近算法分为两大类，一类是以 Nystrom 采样为代表的对于核矩
阵进行低秩逼近的算法，另一种以随机特征为代表的对核函数进行逼近的

方法。Nystrom 采样方法[43, 44, 45] 通过随机选取数据样本中的子集，构成

原有核矩阵的子矩阵 Km,m, 来替代原有核矩阵 KN,N 中的信息，其中原有的

核矩阵可以近似表示成 KN,N ≈ KN,mK−1
m,mKm,N。Nystrom 方法的时间复杂度

为 O(Nm2)，空间复杂度为 O(Nm)，相较于原始的核学习方法，时间和空间

复杂度有了显著下降。区别于对于核矩阵进行逼近的算法，随机特征逼近

主要利用了针对特定的核函数的级数展开，选取低阶级数从而通过有限维

来逼近无穷维。根据选取的基函数不同，研究者们提出了多种类型的随机

特征，如：采用了泰勒展开的随机麦克劳林特征（RM: Random Maclaurin）
[46] 和张量素描特征（TS: Tensor Sketch）[47, 48]、采用了傅里叶基函数的

随机傅里叶特征（RFF：Random Fourier Features）[22] 以及采用勒让德多

项式的随机特征[49] 等。其中随机傅里叶特征是核学习方法中最常使用的随

机逼近方法，其使得能够在原问题中利用梯度下降等方法直接求解 SVM、
KRR 等。假设随机特征的数目为 s（s � N），核学习算法的计算复杂度降

低为 O(Ns2)，空间复杂度降低为 O(Ns)。时间复杂度和空间复杂度与样本

数目成线性关系，使得核方法能够应用于大规模数据的问题。

针对更加灵活的核学习方法，研究者们主要开展了广度核学习和深层

核学习两个方向的工作。广度核学习的代表是多核学习（MKL: Multiple
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Kernel Learning）[50, 51]，其使用多个常用核函数的线性组合构成最终的核

函数，即 k = ∑l αlkl。其中 kl 是给定的核函数，αt 是组合系数。多核学习可

以整合形式不同的核函数以及相同形式但不同参数的核函数，达到扩大学

习的核函数的空间的目标。但广度核方法存在的最大问题是对函数复杂度

扩充效率比较低，并且在训练过程中不容易协同。深层核方法[52, 53, 54] 利

用了多层核函数复合结构，比如定义两层核函数,

k(ψ(xi),ψ(x j)) = 〈ϕ(ψ(xi)),ϕ(ψ(x j))〉 (1.29)

关于深层核函数的实现方式，一种方式[55, 56] 是深层核函数对应的核矩阵 K̃

可以写成一个自适应的低秩矩阵 F 和正定核矩阵 K 之间的 Hadamard 积，
另一种方式[57, 58] 是利用了核函数随机傅里叶特征和神经网络结构来实现

多层随机傅里叶特征的复合。因此，随机傅里叶特征对于增强核函数的灵

活度和表示能力方面也扮演着举足轻重的作用。凭借着随机傅里叶特征在

大规模及灵活的核学习的重要作用，随机傅里叶特征在 NIPS2017 学术会

议上获得了时间检验奖 (Test-of-time Award)。
核函数的随机傅里叶特征大体可以分为独立于数据进行采样的随机傅

里叶特征以及依赖于数据进行采样的随机傅里叶特征。下面分别介绍关于

这两种类型的随机傅里叶特征的研究工作。

1）独立于数据进行采样的随机傅里叶特征的相关工作
独立于数据进行采样的随机傅里叶特征的采样分布是核函数的傅里叶

变换，对于不同的机器学习任务采样的分布不会发生变化。逼近误差是独立

于数据进行采样的随机傅里叶特征最重要的评价指标，对于这类随机傅里

叶特征，一个通用的假设是逼近误差越小，在 SVM、KRR等核机器学习算
法上性能表现越好。由于随机傅里叶特征理论证明上是无偏的，而逼近误差

主要是由偏差和方差两部分构成。因此针对这类随机傅里叶特征的研究主

线是如何减小逼近方差并且能够利用更少的随机特征来实现时间和空间复

杂度的优化。基于独立于数据分布的随机傅里叶特征采样的研究工作围绕

着基于蒙特卡洛方法（Monte Carlo）、基于伪蒙特卡洛方法（QMC：Quasi-
Monte Carlo）以及基于数值积分方法三个方面展开。假设通过 Monte Carlo
采样得到的权值为 ω1,ω2...ωs，得到的采样值矩阵W = [ω1,ω2, ...,ωs]

T，初

13



上海交通大学硕士学位论文

始的随机傅里叶特征方法对应的采样值矩阵可以写成：

WRFF =
1
σ

G (1.30)

其中 G ∈ Rs×d 是一个稠密的高斯随机矩阵，矩阵中的每个分量是从标准正

态分布进行采样得到的, σ 是高斯核函数中的方差。已有基于蒙特卡洛采样
的随机傅里叶特征构建方法的主要区别在于采样值矩阵构建方式的不同。

• FastFood 方法[59] 这个方法主要是利用 Hadanard 矩阵来加速高斯
随机矩阵的构建，公式(1.30)可以重新写做：

WFastfood =
1
σ

B1HGΓHB2 (1.31)

其中 H 是 Walsh-Hadamard 矩阵，其计算复杂度为 O(d logd)。Γ ∈
{0,1}d×d ，称为置换矩阵。B1、B2 和 G 分别是具有以下性质的对角

矩阵：B2 矩阵的主对角线元素来自 {±1}，G 对角线元素来自于标准

正态分布，B1 对角线上每个元素根据 (B1)ii = ||wi||2/||G||F 进行计算。
FastFood 方法产生的 RFF 是无偏的，但相对于最初的 RFF 方差会
更大。

• p-模型[60] 该方法是 FastFood 方法的延伸，其对应的采样值矩阵可
以写成：

WP = [gT P1,gT P2, ...,gT Ps]
T (1.32)

其中 g 是一个长度为 t 的高斯随机向量，Pi ∈ Rt×d，其中对角线来源

于公式(1.31)，即 Hi,1、Hi,2、...、Hi,d。相较于 FastFood 方法，p-模型
的方差以 O(1/d) 的收敛率接近于传统的 RFF 的方差。

• SCRF(Signed Circulant Random Features)方法[61] 这个方法主要是

采用循环矩阵来加速随机傅里叶特征的构造过程，其采样值矩阵可以

写作：

WSCRF = [ν ⊗C(ω1),ν ⊗C(ω2), ....,ν ⊗C(ω t)]
T (1.33)
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其中 Rademacher 向量 ν = [ν1,ν2, ...,νt ]
T 满足 P(νi = 1) = P(νi =

−1) = 1/2。循环矩阵中的 C(ω i) 根据 ω i ∼ N(0,σ−2Id) 产生。SCRF
方法也是无偏估计并且能够具有和初始 RFF 方法一样的逼近方差。

• NRFF(Normalized Random Fourier Features) 方法[62] 这个方法先

将数据归一化到单位球面上，再求取 RFF。这个方法虽然简单，但是
可以实现逼近方差的减小。以高斯核函数为例，设 x,y 为任意两个样
本，r = ||x−y||2，相比于初始的 RFF，该方法能够减小的逼近方差的
值为：

V[NRFF]−V[RFF] =− 1
4s

e−r2
(3− e−2r2

) (1.34)

• ORF(Orthogonal Random Features) 方法[63] 这个方法主要是将随

机特征的采样值矩阵做正交化，从而减小逼近方差。以高斯核函数为

例，采用此方法对应的采样值矩阵为：

WORF =
1
σ

SQ (1.35)

其中 Q是一个正交矩阵，可以通过对公式(1.30)求取 QR分解获得。S

是一个对角矩阵，每一个对角元素主要服从卡方分布。当数据维度 d

很大时，方差减小的比例可以描述成以下式子：

V(ORF)
V(RFF)

≈ 1− (d −1)e−r2
r4

d(1− e−r2
)2

(1.36)

和 FastFood 方法类似，为了提升随机特征的计算效率，ORF 方法中
的随机正交矩阵可以由一系列的结构矩阵替代[64]。后续研究工作对

ORF 方法进行了一系列的拓展，Choromanski 等人[65, 66] 将 ORF 方
法延伸到了任意正定的径向基函数，并且给出了方差减小的两个充分

条件：1) 两个样本 2-范数距离足够小且 E[||ω||42]≤ ∞；2) d 的值比较

大并且 r ≤ 1
4
√

c。

在经典 Monte-Carlo采样中，各个权值的采样是相互独立的，因此基于
经典 Monte-Carlo 方法采样值不能够均匀地覆盖整个采样空间，采样的效
率较低。针对这个问题，QMC方法[67]利用了低差异化序列来保证采样值在
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采样空间中分布的均匀性。典型的 QMC 方法最初从被积函数中进行均匀
采样，后面通过相应的变换函数进行更进一步重采样。假设 t1,t2...ts ∈ [0,1]d

为初始采样值，ϕ−1(.) 为变换函数，变换函数通过核函数的对应的傅里叶

变换获取，那么对应的 QMC 方法的采样值矩阵可以写做：

WQMC = [ϕ−1(t1),ϕ−1(t2)...ϕ−1(ts)] (1.37)

由 QMC 方法延伸出了 SSF(Spherical Structured Feature Maps)[68] 和 MM
(Moment Matching)[69] 两种方法，SSF 方法利用在球面上均匀分布的点来
逼近平移和旋转不变的核函数，从而降低 QMC 的时间与空间复杂度；而
MM 方法主要在序列生成方法上做了改进，将低差异化序列生成算法改进
为矩匹配算法。这三个算法都能够有效地降低初始 RFF 方法的逼近方差，
从而能够在相同的误差下采用更少的随机特征，实现更有效的低维逼近。

2）依赖于数据进行采样的随机傅里叶特征的相关工作
依赖于数据进行采样的随机傅里叶特征与最后模型在具体任务上的性

能有直接的关联性。现有针对这类随机傅里叶特征的构造的研究主要聚焦

于三种方法，分别是基于杠杆得分函数（leverage score）的方法、基于核函
数匹配对齐（kernel alignment）的方法以及端到端核函数训练（end-to-end）
的方法。

• leverage score 方法[70, 71] leverage score 方法建立在重要性采样的
基础上，重要性方法可以根据自定义的采样分布对数据进行重采样。

自定义的采样分布使得随机傅里叶特征的采样不再局限在核函数的傅

里叶变换中，而是可以结合具体的机器学习问题进行设计。leverage
score 是一种确定重要性采样中采样分布的方式，比如 KRR 问题的
leverage score 设计为：

lλ (ω i) = p(ω i)zT
p,ω i

(X)(K +Nλ I)−1zp,ω i(X) (1.38)

其中 p(.) 是核函数的傅里叶变换，zT
p,ω i

(X) 是所有数据在随机采样权

值 ω i 处的随机傅里叶特征值的集合，K 是数据集合 X 下的核矩阵。

lλ (ω i) 越大，代表在最终重采样中 ω i 所占据比例越大。Liu 等人[72]

从 kernel alignment的角度对 leverage score进行改进，避免了核矩阵
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求逆，从而提高了核随机特征计算效率。

• kernel alignment 方法[73, 74] 这个方法在采样得到的大量随机傅里

叶特征值的基础上，利用优化的方法选出这些随机傅里叶特征值的子

集。其中的优化问题可以写做：

max
α

N

∑
i, j=1

yiy j

J

∑
t=1

atzp(xi,ω t)zp(x j,ω t) (1.39)

其中 J 是候选的随机傅里叶特征的数目，它的数目大于最终选取的

随机傅里叶特征数目 s。α 是权重向量，通过优化权重向量来反映随
机采样值 ω i 对于最终结果的重要性。(1.39)所反映的优化问题的物
理意义也可以理解为学习权重向量使得核矩阵能够逼近目标理想核

矩阵 yyT。EE-RFF(Energy-based Exploration of Random Features)
与 CLR-RFF(Random Feature Compression via Coresets) 是在 kernel
alignment 框架下的两种变形。

• end-to-end 训练方法 相较于前面从大量的随机傅里叶特征进行选

择的方式，end-to-end 训练方法就是直接对采样权值 {ω i}i=1,2,..,s 或

者采样分布 p(ω) 进行学习。随机傅里叶特征的训练学习方法主要分

为两种类型，一种是两阶段的学习训练策略，即首先学习获取随机特

征，然后将它们嵌入核方法进行模型训练；另一种是一阶段的学习训

练策略，即同时学习核函数的谱分布以及分类回归模型。对于两阶段

的学习训练策略，Li 等人[75] 提出了首先利用隐式生成模型学习核函

数的谱分布，然后再利用这些随机特征训练线性模型。对于一阶段的

学习训练策略，Yu 等人[76] 主要利用 Hinge 损失函数同时优化采样值
矩阵 W 与线性分类器，Wilson 和 Adams 等人[77] 在谱域通过高斯混

合模型构建核函数，根据分类回归损失函数直接学习高斯混合模型的

超参数来来优化构建的核函数。Xie 等人[57] 和 Fang 等人[58] 将一阶

段学习训练策略与深层核函数的构建结合，通过随机傅里叶特征和神

经网络来构建深层核函数，优化神经网络的过程即等价于优化多层随

机傅里叶特征和线性分类器参数。
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1.2.3 现有随机特征构建框架的主要问题

纵然核函数低维随机特征逼近经过了近二十年左右的发展，在理论和

应用研究上取得了很大进展。然而核函数低维随机特征逼近领域依然面临

着如下的问题，这些问题也是本文研究的重点。

1) 随机特征逼近拓展到不定核与非平移不变核
上述提及的核随机傅里叶特征的构建对核函数的形式有两个要求，一

个是核函数具有平移不变性；二个是核函数是正定的。然而很多核函数不满

足这两个性质，如常见的线性核、多项式核[78] 等不满足平移不变性质。同

时核函数也可以视作样本与样本之间的距离度量，类似 SNE[79]、t-SNE[80]

以及 KL 散度[81] 等距离度量也可以用作核函数。这些核函数不一定满足正

定且平移不变的条件，却在特定的问题具有比正定且平移不变核函数更好

图 1-4 Liu 等人提出的不定核函数随机特征逼近方法示意图[85]

Fig. 1-4 Random features for indefinite kernel proposed by Liu et.al [85]

的性能。因此，研究不定核及非平移不变核的随机特征的构建是必要的。

因为不定核函数及非平移不变核函数的广泛应用和重要意义，近年来
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核函数领域对不定核函数及非平移不变核函数的随机傅里叶特征的构建方

法的关注度逐渐升高。关于非平移不变核函数的逼近，本小节前文提到的

RM 和 TS 方法主要针对线性核以及多项式核进行随机逼近。针对加性核
函数以及在球面上的高斯核函数的逼近策略，Vedaldi 等人[82] 和 Kafai 等
人[83] 给出了相应的解决方案。这些针对非平移不变核的逼近方法虽然是无

偏的，但相较于随机傅里叶特征逼近方差较大。关于非正定核函数的逼近，

Pennington等人[84] 发现单位球面上的多项式核函数是不定核，采用正的高

斯混合模型模型在频域上逼近不定核的频谱，即：

k̂(ω) = max

(
0,

s

∑
i=1

ci

(
1√
2σi

)d

e−ω2/4σ2
i

)
(1.40)

这个方法本质上是用正定核函数逼近不定核函数，这会带来一定程度的逼

近误差。Liu 等人[85] 考虑将核矩阵分解成两个正定的核矩阵，并且通过无

穷高斯混合模型来获得两个正定核矩阵对应的特征映射，图1-4是其随机特
征构建示意图。Pennington 等人和 Liu 等人都采用了高斯混合模型对于非
正定核函数进行逼近，然而高斯混合模型对于不定核函数的逼近是有偏差

的。纵然有相应的工作研究不定核函数或者非平移不变核函数的随机特征

逼近问题，然而目前不定核函数或者非平移不变核函数的随机特征存在有

偏或者方差较大的问题。针对不定核函数或者非平移不变核函数设计无偏

且逼近方差较小的随机特征是本文研究的其中一个挑战。

2) 随机特征进一步压缩
目前核低维随机特征的工作主要围绕着通过减小随机特征的逼近误差，

从而实现在相同误差情况下采用更少的低维随机特征数目进行逼近来逼近

核函数。然而在提供的计算存储资源有限的情况下，这时候需要进一步减

少核低维随机特征的数目来满足计算存储的要求。然而采样值矩阵的秩与

最终核方法的泛化性能之间正相关，继续减少核低维随机特征数目将会损

害核方法在大数据集上的泛化性能[86, 87, 88]。本文重点研究了在存储资源有

限的情况下如何更好地构建核函数的随机特征，从而达到模型性能和体积

之间更好的平衡。

3) 从随机特征角度解释神经网络训练过程出现的现象
深度神经网络成为如今机器学习领域最热门的方法，具有广阔的落地
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应用领域，然而深度神经网络的“黑盒”性质限制其在可靠性要求较高的

领域的应用。随机特征和深度神经网络在特征提取方面具有相似性，研究

者们尝试从核函数和随机特征的角度解释深度神经网络的收敛性能和泛化

性能。一些研究从随机特征的角度很好地分析了深度神经网络在过参数化

的时候出现的经验风险和期望风险双下降的现象[33, 34, 89]。此外，在神经网

络无限宽的情况下，深度神经网络的动态特性和神经正切核（NTK: Neural
Tangent Kernel）[90, 91] 相关，相关研究通过随机特征的方法逼近神经正切

核[92]，从而更好地研究深度神经网络的动态特性。最近一些研究关注了神

经网络剪枝和随机特征之间的关系，Malach 等人[93] 指出一个随机初始化

并且过参数化的网络拥有一个性能相同但参数更少的子网络，在他们分析

中网络剪枝相当于构建随机特征模型。深度神经网络的剪枝说明神经网络

的优化过程是在较低的维度进行的，本文也将从核函数的低维逼近的角度

对深度神经网络的低维优化过程及其潜在的应用进行研究。

1.3 本文主要内容

在前文中，本文回顾了核函数低维随机特征领域的研究现状并且指出

目前核函数低维随机特征领域关注的主要问题。本文基于这些问题，研究

了随机特征在更广泛的核函数空间与更加严苛的算法落地环境下的构建方

法，并且从核函数低维结构的角度探讨了深度神经网络低维训练及其在小

样本学习问题上潜在的应用。本文的研究贡献总结如下：

• 提出针对不定核函数和非平移不变核函数的随机傅里叶特征逼近方法

针对随机傅里叶特征对核函数的正定性和非平移不变性两个要求，本

文提出了在复数空间下构建不定核函数的随机傅里叶特征，突破了随

机傅里叶特征对于核函数空间的约束。本文理论证明不定核函数的随

机傅里叶特征的无偏性，并且给出了逼近方差减小的方法，实现了针

对不定核函数和非平移不变核函数的无偏且低方差的逼近。最后实验

验证了此逼近方法相比现有的不定核与非平移不变核逼近方法能够取

得更好的核函数逼近效果和性能。

• 提出在计算存储资源有限的情况下随机特征的低比特量化构建方法
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针对在计算存储资源有限的情况下随机特征维度的减少带来核方法泛

化性能下降的问题，本文提出了在计算存储资源有限的情况下构建低

比特量化的随机特征，以及相应的基于低比特量化的随机特征的深层

核学习框架。相比于 32 位浮点数表示，低比特量化的随机特征允许
深层核函数在计算存储资源限制的情况下宽度和深度的增加。本文理

论分析低比特量化能够带来的模型压缩和运算加速的程度。最后在不

同的计算存储资源下本文验证了在存储资源有限的情况下随机特征的

低比特轻量化表示方法比 32 位浮点数表示方法更好的学习性能。

• 基于 NTK 低维假设构造了深度神经网络在小样本学习问题上的优化
空间

针对深度神经网络在原参数空间与小规模数据集优化过程中出现的

“过拟合”情况，本文基于 NTK 低维假设和神经网络低维训练特性，
构造了深度神经网络在小样本学习问题上的优化空间，验证了其在小

样本学习问题上较优的性能。基于此优化空间，本文提出通过元学习

的方法对优化空间进行学习和调整。具体实验上，在基于 NTK 低维
假设和元学习方法学习得到的优化空间训练后，深度神经网络在小样

本学习问题上出现的“过拟合”情况能够有效缓解。

1.4 本文的组织结构

图 1-5 本文章节的组织结构

Fig. 1-5 Organizational structure in this thesis

本文围绕核函数低维随机特征这个主题，旨在解决核函数随机特征构

建和应用中的若干问题，图1-5是本文章节的组织结构。本文的章节组织结
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构按照的是现有核函数随机特征研究的整体思路，从随机特征的适用范围、

随机特征的构建方法以及随机特征在其他机器学习研究及实际落地场景中

的应用三个角度展开。

论文的第一章阐述了核函数随机特征研究的背景与意义，为了读者更

好地理解后续章节，此章节介绍了核方法的基础理论。此章节简要回顾了

现有核函数随机特征研究的相关工作，总结现有研究的总体脉络及存在问

题。根据现有研究的问题，此章节最后介绍了本文的主要内容、研究贡献以

及本文各章节的组织结构。

论文的第二章旨在解决现有随机傅里叶特征逼近框架对核函数正定性

和平移不变性的约束，提出从复数空间角度逼近不定核及平移不变核函数，

理论和实验上证明了提出的逼近方法具有良好的逼近性能。

论文的第三章关注在计算存储资源有限的情况下核随机特征逼近的问

题，提出了低比特量化随机特征及其相应的深层核学习框架，在不同计算

存储限制下验证了基于低比特量化随机特征的深层核学习框架的性能。

论文的第四章基于神经正切核的低维逼近特性，构造了深度神经网络

在小样本学习问题中的低维优化空间，并且在小样本分类问题上进行了实

验验证。本章旨在从核函数低维逼近的角度解决深度神经网络在原参数空

间和小规模数据集上优化出现的“过拟合”问题。

最后，论文的第五章总结全文，并就本文研究存在的局限性和未来可

能的研究方向进行初步探讨。
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第二章 不定核低维随机特征构建方法研究

低维逼近是机器学习模型低维结构研究的重要方面，随机傅里叶特征

是核方法领域中低维逼近研究的代表。传统的核方法的运算和空间复杂度

依赖于数据样本数目，在大规模核学习问题上传统核方法的运算和空间复

杂度较大，难以进行拓展。2006 年，Ali Rahimi 和 Benjamin Recht 提出了
随机傅里叶特征方法[22] 来解决大规模核学习中运算与空间复杂度问题。凭

借其无偏性以及较小的逼近方差，随机傅里叶特征成为了核学习领域最重

要的方法之一。然而随机傅里叶特征需要核函数满足两个性质，平移不变

性以及正定性。而部分核函数不满足这两个性质，如常用的线性核、多项式

核等。因此本章从正定且平移不变核函数的随机傅里叶特征出发，分析对

于不定核及非平移不变核直接应用随机傅里叶特征带来的问题，根据问题

提出了在复空间下对于不定核的随机特征逼近的构建方法，并给出了理论

分析与实验性能验证。

2.1 理论背景

2.1.1 随机傅里叶特征逼近

定义 2.1. （测度与 Borel 测度[94]）假设 X 是一个集合，A 是定义在

X 的子集上的 σ -代数，则一个函数 µ : A → [0,+∞] 满足以下两个性质：

1) µ(Φ) = 0

2) µ (
⋃∞

i=1 Ai) = ∑∞
i=1 µ (Ai)

其中 {Ai} 是属于 A 的无穷不相交序列，性质 2) 也可以称为 σ -可加
性。那么则可以称 µ 是定义在 A 上的测度。若集合 X 是实向量集合 Rd，

则 µ 为 Borel 测度。

上面给出了测度和 Borel 测度的定义，当 µ(X)<+∞，则 µ 是有限测
度。当 µ(X) = 1 时则称 µ 是概率测度并且三元组 (X ,A,µ) 是对应的概率
空间。||µ|| 称作测度 µ 的总质量，假设 x ∈ X，则计算如下：

||µ||=
∫

X
|µ(x)|dx (2.1)
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核函数的随机傅里叶逼近理论基础来源于 Bochner 定理，这个定理主
要从傅里叶变换与测度论的角度给出了正定核函数的重要性质。

定理 2.1. （Bochner 定理[95]）定义连续且平移不变核函数 k(., .) : Rd ×
Rd → R，核函数 k(., .) 是正定核函数的充要条件是其可以表示成如下形式：

k (x− y) =
∫
Rd

exp
(

iω> (x− y)
)

p(dω) (2.2)

其中 p(ω) 是定义在频率 ω 上的非负且有限的 Borel 测度。

在 Bohner 定理中，i 是虚数符号。如果核函数 k(x− y) 在零向量点处

的值为 1，那么根据 Bohner 定理有∫
Rd

p(dω) = k(0) = 1 (2.3)

这说明此时 p(ω)是概率测度，那么可以采用 Monte-Carlo采样方法求取公
式(2.2)中的积分，即：

k (x− y) = Eω∼p(ω)

[
exp(iω> (x− y))

]
= Eω∼p(ω)

[
cos(ω> (x− y))

]
+ iEω∼p(ω)

[
sin(ω> (x− y))

] (2.4)

由于核函数 k(x−y)是实函数，则虚数部分为 0。假设从概率测度 p(ω)

抽样的频率为 ω1,ω2...ωs，则

k (x− y) = Eω∼p(ω)

[
cos(ω> (x− y))

]
≈ 1

s

s

∑
j=1

[cos(ωT
j (x− y))]

(2.5)

定义关于样本 x 的映射函数 ψ(x) 如下：

ψ(x) =
1√
s

[
cos
(
ωT

1 x
)
, . . . ,cos

(
ωT

s x
)
,sin

(
ωT

1 x
)
, . . . ,sin

(
ωT

s x
)]T (2.6)

则公式(2.5)可以写成：
k (x− y)≈ 〈ψ(x),ψ(y)〉 (2.7)
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ψ(x) 是核函数 k 的随机傅里叶特征，核函数 k 可以表示成两个随机傅里叶

特征的内积。令 Z 为数据集 X 所有样本的随机傅里叶特征的集合，即

Z = [ψ(x1),ψ(x2), ...,ψ(xN)] (2.8)

则核矩阵 K 可以表示成：

K ≈ ZT Z (2.9)

由于核函数随机傅里叶特征的维度是 2s，其中 s的维度远小于 N，SVM、
SVR 等核方法可以从原空间中进行求解，时间复杂度从 O(N2d) 降低到

O(Ns2)，空间复杂度从 O(N2) 降低到 O(Ns)。核函数随机傅里叶特征从低

维角度实现对于高维甚至无穷维的核函数的逼近，N × s 的随机傅里叶特征

矩阵实现了对于 N ×N 的核矩阵的低秩逼近。

2.1.2 不定核与非平移不变核

随机傅里叶特征的构建需要核函数满足两个性质，一个是具有平移不

变性，另一个要求是核函数是正定的。核函数广义上是样本之间的相似性

度量，很多相似性度量能够在某些实际应用任务中取得很好的效果，却不

具有正定性或平移不变性。本小节主要是对不定核函数的相关概念与应用

中常见的不定核函数进行介绍，并且给出了在数据归一化在单位球面的情

况下，非平移不变核可以转化成平移不变但非正定的核函数。

定义 2.2. (Krein 空间[96]) 一个内积空间 Hk 是 Krein 空间的充要条件
是存在两个希尔伯特空间 H+ 和 H− 使得

1）对于任意的 f ∈Hk，有 f = f+⊕ f−，其中 f+ ∈H+， f− ∈H−。

2）对于任意的 f ,g ∈ k，〈 f ,g〉Hk = 〈 f+,g+〉H+ −〈 f−,g−〉H−。

根据对于 Krein空间的空间的定义可以看出，Krein空间能够分解成两
个希尔伯特空间的直和的形式。接下来本节进一步定义在核函数上的 Krein
空间。假设 X 是定义域，RX 是定义在 X → RX 的函数集合，则评价函

数的定义如下：

定义 2.3. （评价函数[96]）Tx: K→ R, 其中 f 7→ Tx f = f (x)。
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基于定义2.2和2.3，本小节定义再生核 Krein 空间（RKKS: Reproduce
Kernel Krein Space），即：

定义 2.4. （再生核 Kerin 空间[96]）一个 Krein 空间 Hk 是一个再生核

Krein 空间的条件是，Hk ⊂ RX 且在具有强拓扑性质的 Hk 空间的评价函

数是连续的。

和 RKHS 空间类似，一个 RKKS 空间 Hk 对应着唯一对称实值函数

k(x,y)，其中 k(x, .)∈Hk且对于任意的 f ∈Hk，有 〈 f ,k(x, .)〉Hk = f (x)。RKHS
空间对应的是正定核函数，而 RKKS 空间则是对应部分的不定核函数及所
有的正定核函数，RKHS空间是 RKKS空间的一个子集。在 RKKS理论体
系中，正定分解具有重要意义，其构建起部分的不定核函数与正定核函数

之间的联系。

定理 2.2. （正定分解[96]) 假设核函数 k 是一个 Rd ×Rd → R 的实值核
函数，与核函数 k 关联的 RKKS 空间 Hk 存在的充要条件是存在正定分解

k = k+− k− (2.10)

其中 k+ 和 k− 是两个 RKHS 空间对应的正定核函数。

定理2.2给出了核函数 k 的正定分解的判断条件，正定分解对核函数 k

并非唯一的，同时并非所有的不定核函数具有正定分解。关于不定核的正

定分解的存在性问题是核方法研究领域待解决的问题，由于定理2.2要求对
于核函数的正定性进行判断，而判断核函数正定性是困难，因此从 RKKS
角度去验证不定核的正定分解的存在性将带来很大的困难。后文将从随机

傅里叶特征的角度给出更容易验证的不定核正定分解存在的充要条件。

与正定核函数对应的 RKHS 空间具有的表示定理类似，RKKS 空间也
有类似的表示定理，保证了正定核方法能够类似地延伸到不定核函数领域。

针对 RKKS 空间的表示定理如下：

定理 2.3. （RKKS 空间的表示定理[97]）假设 Hk 是核函数 k 对应的

RKKS 空间，评价函数 L{ f ,X} 是连续凸函数，其取决于 f ∈ k，其中对于

xi ∈X，有评估值 f (xi)。设 Ω〈〈 f , f 〉〉 是一个具有连续特性的稳定器，其中
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Ω 是一个严格单调的函数。令 C{ f ,X} 是对于函数 f 的系列约束条件，那

优化问题可以表述成下面形式：

stabilize
f∈K

L{ f ,X}+Ω
(
〈 f , f 〉Hk

)
s.t. C{ f ,X} ≤ d

(2.11)

则对于此优化问题可以得到鞍点 f ∗，其可以表示成：

f ∗(x) =
N

∑
i=1

αik(x,xi) (2.12)

研究者对不定核学习在 SVM、KRR以及 PCA问题中的应用有很深入
的探索，在这些优化问题中直接使用不定核函数会使得优化问题的目标函

数非凸，从而导致优化问题不能够达到全局最优解。针对这个问题，现有

文献中主要是利用正定核矩阵 K̃ 去逼近不定核矩阵 K，通常的做法是去调

整不定核矩阵 K 的特征值分布，如将负数特征值置为 0[99] 及将特征值的

符号进行翻转[98] 等。Huang 等人[100] 和 Liu 等人[101] 通过将非正定的核矩

阵拆分成两个正定核矩阵 K = K+−K−，利用凹凸过程（Convex-Concave
Procedure）等进行求解。这些方法的目的使得不定核方法的优化过程最终
能够接近全局最优解。

下面介绍下常用的不定核函数，常用的不定核函数大体上可以分为四

种类型：

• Epanechnikov 核函数[97]

k (x,y) =

(
1− ‖x− y‖2

2
a2

)m

(2.13)

其中 ||x−y||22 ≤ a2。对于如线性核、多项式核等非平移不变核函数，当

样本输入归一化到单位球面上，即 ||x||2 = ||y||2 = 1 的时候，其可以

转化成 Epanechnikov 核函数，其中 ||x−y||22 = 2−〈x,y〉 ∈ [0,2]。对应
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的转化过程如下：

k (x,y) =

(
1− ‖x− y‖2

2
a2

)m

= α(q+ 〈x,y〉)m (2.14)

其中 q = a2/2−1，α = (2/a2)m，m ≥ 1，a ≥ 2。Epanechnikov 核函数
的傅里叶变换 p(ω) 为

p(ω) =
p

∑
i=0

m!
(m− i)!

(1− 4
a2 )

m−i(
2
a2 )

i(
2

||ω||2
)

d
2+iJd

2+i(2||w||2) (2.15)

• 条件正定核函数（Conditionally Positive Definite Kernel)

条件正定核函数指的是在某些超参数的设置下核函数是正定的，而核

函数的超参数没有任何限制时，无法确保核函数的正定性。如 tanh核
函数，

k(x,y) = tanh(cxTy+d) (2.16)

如果 c和 d 都没有任何范围限制的话可以认为是不定核。又如 Huang
等人提出的 TL1 核函数（Trunacated ℓ1 distance kernel)[102]：

k(x,y) = max{ρ −||x− y||1,0} (2.17)

其中 ρ 通常采用 0.7d，其中 d 是样本维度。

• 正定核函数的线性组合

绪论中提到当正定核函数的线性组合系数为正数，则生成的核函数为

正定核函数。若组合系数的取值范围为实数域，则生成的核函数不能

保证正定性质。例如高斯核函数的线性组合（Delta-Gaussian Kernel）
[97]：

k(x− y) =
m

∑
i=1

ai exp
(
−||x− y||2

2σ2
i

)
(2.18)
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其中 ai ∈ R 且 σi > 0，其对应的傅里叶变换 p(ω) 为

p(w) =
m

∑
i=1

aiσd
i e−

σ2
i ||w||

2

2 (2.19)

• 其他的相似性度量

核函数广义上代表了样本与样本之间的相似度或者不相似度，其中大

部分相似度度量不满足正定性质，如用于字符串匹配和通信编码的核

函数[103]、用于衡量图的匹配程度的图核函数[104] 等都是不定核函数。

上面不定核函数中最值得注意的是 Epanechnikov 核函数，因为其为利
用随机傅里叶特征方法对非平移不变核函数的逼近提供了方法，即可以通

过对数据进行归一化，将所有数据约束在单位球面上，然后非平移不变核

函数可以转化成 Epanechnikov 核函数的形式。因此，对于不定核和非平移
不变核函数的随机傅里叶逼近可以统一成对于平移不变但非正定的核函数

的随机傅里叶特征逼近。

2.2 复空间下的不定核随机特征逼近构建方法

根据 Bohner 定理，正定且平移不变核函数在频域上对应的是非负的
Borel测度。相应地，对不定核而言，频谱 p(ω)不是非正的测度，甚至不是

Borel测度。图2-1展示的是 d = 2时 Epanechnikov核函数和 Delta-Gaussian
核函数的频谱 p(ω)，其可以分为两个部分，蓝色曲线代表 p(ω)≥ 0，红色

的曲线代表 p(ω) < 0。非正的测度使得 Monte-Carlo 采样方法不能依据频
谱 p(ω) 采集权值。针对此问题，本小节从符号测度和 Jordan 分解的角度
出发，提出了对于不定核的频谱 p(ω)的处理策略与复数空间下对于不定核

函数的随机傅里叶特征的构建方法，并且从不定核的随机傅里叶特征的角

度给出了更容易验证的不定核正定分解存在性的条件。

2.2.1 不定核的随机傅里叶特征

定义 2.5. （符号测度[94]）令 X 是一个集合，A 是定义在 X 的子集上

的 σ -代数，函数 µ : A → [−∞,+∞)或者A → (−∞,+∞]满足 σ -可加性，则
函数 µ 是符号测度。
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(b) Delta-Gaussian 核函数 (a1 = 1,a2 =
−1,σ1 = 1,σ2 = 2)

图 2-1 Epanechnikov 核函数和 Delta-Gaussian 核函数的频谱 p(ω)

Fig. 2-1 Spectrum of Epanechnikov kernel function and Delta-Gaussian kernel
function p(ω)

和测度相比，符号测度允许值域为负数，是测度这个概念的延伸。基于

符号测度的概念，下面给出的 Jordan 分解说明符号测度可以分解成两个非
负的测度。

定理 2.4. （Jordan 分解[94]) 令 µ 是定义在 σ -代数 A 上的符号测度，

存在两个非负的测度（其中一个测度是有限的）µ+ 和 µ−，使得符号测度

µ = µ+−µ−。

值得注意的是，Jordan 分解并非唯一。与 Jordan 分解相关的 Hahn 分
解定理阐述了集合 X 可以分解为两部分，即 X = X+∪X−。其中对于集合

X+ 上的任意子集 S+ 都有 µ(S+)≥ 0，对于集合 X− 上的任意子集 S− 都有

µ(S−) ≤ 0。符号测度的总质量（Total Mass）||µ|| 是两个非负测度总质量
的和，即 ||µ||= ||µ+||+ ||µ−||。
不定核的傅里叶变换 p(ω)不是非负测度，但可以从符号测度的角度进

行思考，利用 Jordan 分解将 p(ω) 拆分成两个非负测度。假设 p(ω) 对应
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的两个非负测度为 p+(ω) 和 p−(ω)，则

k(x− y) =
∫
Rd

exp(iωT (x− y))p(dω)

=
∫
Rd

exp(iωT (x− y))p+(dω)−
∫
Rd

exp(iυT (x− y))p−(dυ)

= ||p+||Eω∼p̃+(ω)

[
exp(iωT (x− y))

]
−||p−||Eυ∼p̃−(υ)

[
exp(iυT (x− y)

]
,

(2.20)

其中 ||p+||和 ||p−||是非负测度 p+(ω)和 p−(υ)的总质量，̃p+(ω)和 p̃−(υ)
是归一化后的概率测度，即：

p̃+(ω) =
p+(ω)

||p+||
, p̃−(υ) =

p−(υ)
||p−||

(2.21)
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图 2-2 Jordan 分解后归一化测度 p+(ω)
||p+|| 和

p−(ω)
||p−|| 及 Monte-Carlo 采样点

Fig. 2-2 Normalized measure after Jordan decomposition p+(ω)
||p+|| and p−(ω)

||p−|| as well
as Monte-Carlo sampling points

通过 Jordan 分解，本章可以利用 Monte Carlo 的方法对 p̃+(ω) 和

p̃−(υ) 进行采样。图2-2是对 Epanechnikov 核函数的频谱进行 Jordan 分解
的结果，其中红色散点是对分解后的测度进行 Monte Carlo 采样得到的点。
注意的是本章后续实验中研究的不定核函数都假设具有径向性质，则对应

的傅里叶变换也是径向核函数，在这种情况下 ||p+|| 和 ||p−|| 的计算公式
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如下：

||p+||=
∫ ∞

0
|p+(||ω||)|d||ω||, ||p−||=

∫ ∞

0
|p−(||υ ||)|d||υ || (2.22)

根据公式(2.4)，公式(2.20)中的两个期望可以替换成两个正定核函数
k̃+(x− y) 和 k̃−(x− y)，可以得到

k(x− y) = ||p+||̃k+(x− y)−||p−||̃k−(x− y)

= k+(x− y)− k−(x− y)
(2.23)

公式(2.23)似乎可以与 RKKS 核函数的正定分解联系起来，但上一小
节提到并非所有的不定核具有正定分解。下一小节将从公式(2.23)出发，给
出不定核函数的正定分解存在性条件。

假设从 p̃+(ω) 和 p̃−(υ) 分别进行独立同分布 Monte-Carlo 采样，得到
的权值为 {ω i}s

i=1 and {υ i}s
i=1，则定义关于样本 x 的函数映射 ϕi(x) 如下：

ϕi(x)= [
√

||p+||cos(ωT
i x),

√
||p+||sin(ωT

i x), i
√

||p−||cos(υT
i x), i

√
||p−||sin(υT

i x)]

(2.24)
基于 ϕi(x)，不定核的随机傅里叶特征 ψ(x) 如下：

ψ(x) =
1√
s
[ϕ1(x),ϕ2(x), ...,ϕs(x)]T (2.25)

类似正定核函数，不定核通过两个样本随机傅里叶特征 ψ(x) 的内积进

行低维逼近。

k(x− y)≈ 1
s

s

∑
i=1

〈ϕi(x),ϕi(y)〉= 〈ψ(x),ψ(y)〉 (2.26)

图2-3总结了复空间下的不定核随机特征逼近构建总体的流程。不定核
随机特征与正定核随机特征构建上的主要区别在于：

1）需要将 p(ω) 进行测度分解，并从两个概率分布进行采样。

2）需要在复数空间进行构建。
可以看出当 ||p−|| 为零时，公式(2.25)是正定且平移不变核函数的随
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图 2-3 复空间下的不定核随机特征逼近构建的流程框图

Fig. 2-3 The flow chart of the construction of random features of indefinite kernel
in complex space

机傅里叶特征。而上一节提到对于不定核与非平移不变核函数的随机傅里

叶逼近可以统一成对于平移不变但非正定的核函数的随机傅里叶特征逼近。

因此可以称公式(2.25)是广义构建的核随机傅里叶特征（GRFF: Generalized
Random Fourier Features）。类似地，GRFF 构建方法可以将核方法的运算
和存储复杂度下降到 O(4Ns) 和 O(4Ns2)。

2.2.2 不定核正定分解的存在性条件

回顾定理2.2，其阐明的一个核心的问题是给定一个不定核函数，是否
存在对应的正定分解？非正定的核矩阵可以通过特征值分解的方式拆分成
两个正定核矩阵之差，而不定核函数则不一定能够拆分成两个正定核函数

的差。命题2.2给出的 RKKS 空间判定条件只适用于部分容易判定的不定
核，如组合系数为负数的正定核函数的线性组合，对于大部分的不定核这

个准则难以验证。利用不定核的随机傅里叶特征，可以给出更容易进行验

证的不定核正定分解的存在性条件。

定理 2.5. （不定核正定分解的存在性定理) 给定不定核函数 k，其（广

义）傅里叶变换是 p(ω)。不定核函数 k 有正定分解 k = k+− k− 的充分必

要条件是 p(ω) 的总质量是有限的，即 ||p||<+∞。

定理2.5的证明由附录 A给出。根据定理2.5，通过求取不定核函数的傅
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里叶变换就可以进行不定核函数正定分解存在性的验证，绕开了对于核函

数的正定性判断。

2.3 无偏性证明与方差减小策略

无偏性和有效性是核函数的低维随机特征逼近方法重点考察的两个维

度，对应的是逼近的偏差和方差。本小节首先分别给出无偏性和有效性的

定义。

定义 2.6. （无偏性[105]）设 X1,X2, ...,Xs 是随机变量，参数 θ 的估计量
为 θ̂ = θ̂(X1,X2, ...,Xs)，记随机变量的期望为符号 E(.)，若有

E(θ̂) = θ (2.27)

则称 θ̂ 是 θ 的无偏估计。如 E(θ̂) 6= θ，则称 ε = E(θ̂)−θ 为估计量 θ 的
偏差。

定义 2.7. （有效性[105]）设 θ̂0 是未知参数 θ 的一个无偏估计量，随机
变量的方差为符号 V(.)。如果在所有 θ 的无偏估计量 θ̂ 中均有

V(θ̂0)≤ V(θ̂) (2.28)

成立，则称 θ̂0 是 θ 的有效估计量。

无偏性是核函数的随机特征逼近最基本的性质，假设利用 GRFF 内积
计算得到的核函数近似值为 KGRFF(z)，即

KGRFF(z) = 〈ψ(x),ψ(y)〉 (2.29)

其中 z = x− y，ψ(.) 是构建的 GRFF。下面的定理给出了 GRFF 方法的无
偏性质。

定理 2.6. KGRFF(z) 是对于所有的平移不变核函数 k(z) 的无偏估计，即

E [KGRFF(z)] = k(z) (2.30)

34



上海交通大学硕士学位论文

逼近的方差是：

V [KGRFF(z)] =
||p+||2

s

[
1+ k̃+(2z)

2
− k̃2

+(z)

]
+

||p−||2

s

[
1+ k̃−(2z)

2
− k̃2

−(z)

]
(2.31)

定理2.6的证明由附录 B 给出，此定理说明逼近方差决定了 GRFF 最
终的逼近误差。类似 RFF 和 ORF 的关系，我们可以采用对于采样值矩阵
进行正交化来减小 GRFF 的逼近误差，具体的步骤如下：

1) 采样随机权值的模
分别从 p̃+(ω)和 p̃−(υ)采样随机权值 {ω i}s

i=1 和 {υ i}s
i=1 的 ℓ2 范数的

模，即

||ω i||2 ∼ p̃+(||ω||), ||υ i||2 ∼ p̃−(||υ ||) (2.32)

2) 采样随机权值对应的方向向量并对各方向向量正交化
假设从标准正态分布中采样的方向向量为 {ai}m

i=1 and {bi}m
i=1，其中

m = max(s,d)。采样的方向向量可以组合成随机矩阵 M，对随机矩阵 M 做

QR 分解得到随机权值的正交方向向量。

a j ∼ N(0, I2m), b j ∼ N(0, I2m)

M = [a1, ...,am,b1, ...,bm], Morth = QR(M)
(2.33)

3) 权值的模和正交后的方向向量融合
从正交矩阵 Morth 中取前 d 行并归一化逐列，构成新矩阵 Morthn。采

样的模与正交单位方向向量可以构成正交化的随机权值 {ω i}s
i=1 和 {υ i}s

i=1，

即

ω i = ||ω i||2Morthn
i , υ i = ||υ i||2Morthn

s+i (2.34)

进行正交化后，本节构造了逼近误差更小的 GRFF，正交化后的 GRFF
称为广义构建的正交化随机傅里叶特征（GORF：Generalized Orthogonal
Random Features）。GORF 的构建方法总结如算法1所示。

与 GRFF 不同，GORF 通过正交化的方法，使得随机权值不再满足独
立同分布采样。这种正交化采样方式能够带来多少逼近方差的下降呢？在
推导针对不定核函数采用正交采样方式前后逼近方差的变化之前，本节先
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给出对于正定核函数采用正交采样前后逼近方差的变化。

算法 1 GORF 构建方法
输入: 平移不变核函数 k(x,y) = k(z), z = ||x−y||, 训练样本的维度 d, GORF
的数目 s

输出: 满足 k(x− y)≈ ϕ(x)T ϕ(y) 的 GORF 映射 ϕ(x)
1: 通过核函数的随机傅里叶变换获取符号测度 p(ω), 并且通过 Jordan 分
解与归一化计算 p+(ω), p−(υ), ||p+||, ||p−||, p̃+(ω), p̃−(υ)。

2: 分别从 p̃+(ω) 和 p̃−(υ) 中采样 s 个 ℓ2 范数的权值的模，即 ||ω i||2 和
||υ i||2。

3: 从标准正态分布 N(0, I2m) 采样 2m 方向向量 a j 和 b j，并组合成矩阵
M。利用 QR 分解获得正交矩阵 Morth 和正交单位矩阵 Morthn。

4: 根据公式(2.34) 得到 ω i 和 υ i。
5: 根据公式(2.24)和(2.25)产生 ψi(x) 和 ϕ(x)。

定理 2.7. [65] 给定在 Rd 上定义的正定且平移不变核函数 k，其对应的

（广义）傅里叶变换为 p(ω)。KRFF(.) 和 KORF(.) 分别是采用 RFF 和 ORF
后对核函数 k 的无偏估计。对于任意 x,y ∈ Rd，记 z = x− y，则有

Gk(z) = V(KORF(z))−V(KRFF(z))

=
s−1

s
ER1

[
Jd

2−1(R1||z||)Γ(d/2)

(R1||z||/2)
d
2−1

]2

− s−1
s

ER1,R2

Jd
2−1(

√
R2

1 +R2
2||z||)Γ(d/2)

(
√

R2
1 +R2

2||z||/2)
d
2−1

 ,
(2.35)

其中 R1,R2 ∼ p(ω)，并且 Jα 是自由度为 α 的第一类贝塞尔函数。

根据定理2.7，下面给出对于不定核函数采用正交采样方式前后逼近方
差的变化。

定理 2.8. 给定在 Rd 上定义的不定核函数 k，其对应的（广义）傅里叶

变换为 p(ω)，||p(ω)|| < +∞。KGRFF(.) 和 KGORF(.) 分别是采用 GRFF 和
GORF后对不定核函数 k 的无偏估计。对于任意 x,y ∈Rd，记 z = x−y，则

有

V[KGORF(z)]−V[KGRFF(z)] = ||p+||2Gk̃+
(z)+ ||p−||2Gk̃−

(z)+H(z) (2.36)
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其中 Gk̃+
(z)和 Gk̃−

(z)可以通过定理2.7计算，并且H(z)= 2||p+||||p−||[E(a1)E
(b1)−E(a1b1)]，a1 = cos(ωT

1 z)，b1 = cos(υT
1 z)。

定理2.8的证明由附录 C 给出。定理2.8的公式(2.36)将方差减小量分成
两个部分，||p+||2Gk̃+

(z)+ ||p−||2Gk̃−
(z)代表的是对于 {ω i}s

i=1 和 {υ i}s
i=1 分

别进行正交化减小的方差，H(z) 代表的是 {ω i}s
i=1 和 {υ i}s

i=1 相互之间正

交减小的方差。当 ||p+||2Gk̃+
(z)+ ||p−||2Gk̃−

(z)+H(z)≤ 0 时，GORF 在取
值 z 上比 GRFF 的逼近方差小。
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(a) Epanechnikov 核函数 (a = 3,m = 1)
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图 2-4 不同数据维度和不定核函数下数值计算的 V[KGORF(z)]−V[KGRFF(z)]（z =
||x− y||2, s = d）

Fig. 2-4 Numerical calculations for V[KGORF(z)]−V[KGRFF(z)]（z = ||x−y||2, s = d）
under different data dimensions and indefinite kernel functions

根据定理2.8，对于不同的不定核函数，GORF比 GRFF方法的逼近方
差的减小量可以通过数值方法计算。本节利用Monte-Carlo方法在 p̃+(ω)和

p̃−(υ) 采样 10000 个随机权值来计算定理2.8中的期望。图2-4展示的是对于
Epanechnikov 核函数和 Delta-Gaussian 核函数采用了 GORF 后减小的逼
近方差，图中的横轴是两个样本之间的均方误差距离。从图中可以看出，在

较大范围的均方误差取值范围中，V[KGORF(z)]−V[KGRFF(z)]≤ 0，GORF能
够带来显著的逼近方差的减小。对于不同的数据维度，V[KGORF(z)]−V[KGRFF(z)]

V[KGRFF(z)]

保持恒定，说明对于不同维度的数据 GORF 都能够带来显著的逼近方差的
减小。
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2.4 实验验证

这节主要对不定核的随机傅里叶逼近 GRFF 和 GORF 进行验证，在
逼近误差及分类回归等具体问题的性能方面，对比提出的 GRFF 与 GORF
方法和现有的不定核的低维逼近方法。本节的所有实验硬件环境是带有 i7-
4970 CPU（频率 3.6GHz）和 32G 的 RAM 的 PC 机，实验的软件环境是
Matlab。

2.4.1 实验设置

本章主要研究的是针对不定核函数的低维逼近方式，实验采用了 Epanech-
nikov 核函数与 Delta-Gaussian 核函数，在三个分类数据集与两个回归数
据集上进行实验验证。实验采用的核函数的形式与对应的傅里叶变换在 2.2
节给出，其中对于 Epanechnikov 核函数超参数设置为 a = 3,m = 1，对于

Delta-Gaussian 核函数超参数设置为 a1 = 1,a2 =−1,σ1 = 1,σ2 = 10。下面

主要介绍实验中所使用的数据集，其中数据集中的输入归一化到 [0,1]d 范

围内。

1）分类任务的数据集

• letter 数据集 对于字母进行二分类的 UCI 数据集，训练集总共有
12000 个样本，测试集有 6000 个样本，样本维度为 16。

• i jcnnl1 数据集 IJCNN2001 机器学习挑战赛所使用的二分类数据
集，训练集总共有 49990 个样本，测试集有 91701 个样本，样本的维
度为 22。

• usps 数据集 Kaggle 比赛中 16*16 的手写数字分类数据集，训练集
总共有 7291 个样本，测试集有 2007 个样本，数据的维度为 256。

2）回归任务的数据集

• mpg 数据集 数据集来源于美国 CMU 维护的 StatLib 库，其包含
1999 年和 2008 年 38 款流行车型的燃油经济性数据，预测指标为燃
油效率，数据集总共有 398个样本，样本维度为 7，其中随机选取 319
个样本作为训练集，79 个样本作为测试集。
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• housing 数据集 波士顿房价预测的 UCI 数据集，数据集总共有 506
个样本，样本维度为 13。其中随机选取 405 个样本为训练集，选取
101 个样本作为测试集。

2.4.2 不同核低维逼近方法的逼近误差对比

逼近误差（approximation error）是核函数低维随机逼近方法中最重要
的评价指标，逼近偏差和方差决定了最终核函数低维随机逼近方法的逼近

误差。量化逼近误差的指标是在 1000 个数据采样点上估计的核矩阵 K̂ 和

实际核矩阵 K 之间的相对误差，即

approximation error =
||K − K̂||F
||K||F

(2.37)

其中 ||.||F 是矩阵的 Frobenius 范数。实验中展示的是 10 次重复实验中逼
近误差的均值和标准差。

本小节首先对比了 GORF 方法和现有提出的不定核函数或非平移不变
核函数的逼近方法。RM[46] 和 TS 方法[47] 是针对多项式核函数的无偏的

随机逼近方法，基于的是 Maclaurin 展开。SRF[84] 和 DIGMM[85] 是针对

不定核函数提出的随机特征逼近方法，利用高斯混合模型对核函数的傅里

叶变换进行逼近，高斯混合模型逼近的方法不是无偏的，有一定逼近偏差。

图2-5是在三种分类数据集与两种不定核函数上提出的 GORF 方法与现有
随机逼近方法的逼近误差对比实验，横轴是随机特征数目 s 与数据维度 d

的比例的对数值，纵轴是逼近误差。由于计算 PolyGamma函数的时候出现
复数计算，实验中 DIGMM 方法的验证从 s ≥ 2d 开始。实验结果显示，相

比其他的不定核随机特征逼近方法，本章提出的 GORF 方法在不同的随机
特征数目 s 下能够取得最低的逼近误差。GORF 能够取得最低的逼近误差
主要取决于两个方面，一个相较于 SRF 和 DIGMM 利用高斯混合模型逼
近的方法，GORF 直接对于测度进行了 Jordan 分解，保证了其没有偏差；
二个是相较于 RM和 TS，随机傅里叶特征本身的逼近方差较小，并且在此
基础上采用了正交采样方式进一步减小逼近方差。无偏性和较小的方差保

证了 GORF 方法较小的逼近误差。
为了进一步验证正交采样方法对于减小逼近方差的作用，表格2-1对比
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图 2-5 多种不定核或非平移不变核的随机逼近方法在不同核函数与数据集下逼近
误差的对比实验

Fig. 2-5 Contrast experiments on the approximation errors of a variety of random
approximation methods for various indefinite kernels or non-translation invariant
kernels under different kernel functions and datasets
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表 2-1 GRFF 和 GORF 在不同核函数和数据集上逼近误差对比
Table 2-1 Comparison of approximation errors between GRFF and GORF on
different kernel functions and data sets

核函数 数据集 方法 s = 1/2d s = d s = 2d

Epanechnikov

letter
GRFF 0.0859±0.0309 0.0547±0.0078 0.0469±0.0109
GORF 0.0716±0.0175 0.0495±0.0139 0.0360±0.0110

i jcnn1
GRFF 0.1159±0.0158 0.0907±0.0194 0.0794±0.0142
GORF 0.1072±0.0228 0.0775±0.0204 0.0487±0.0155

usps
GRFF 0.0270±0.0056 0.0213±0.0063 0.0160±0.0029
GORF 0.0251±0.0078 0.0194±0.0087 0.0143±0.0030

Delta-Gaussian

letter
GRFF 0.3918±0.0428 0.2736±0.0345 0.1887±0.0201
GORF 0.3154±0.0424 0.1133±0.0181 0.0760±0.0090

i jcnn1
GRFF 0.2924±0.0188 0.2171±0.0222 0.1504±0.0134
GORF 0.2415±0.0190 0.1026±0.0129 0.0739±0.0065

usps
GRFF 0.1005±0.0061 0.0690±0.0050 0.0500±0.0024
GORF 0.0724±0.0049 0.0235±0.0009 0.0166±0.0008

GORF 和 GRFF 方法的逼近误差。GRFF 和 GORF 方法都是无偏估计，
这两种方法的逼近误差只是由逼近方差决定。从表格2-1中可以看出对于
Epanechnikov 核函数与 Delta-Gaussian 核函数，采用了正交采样的 GORF
方法可以将逼近误差降低到 GRFF 方法的 10% 以上，证明了正交化技巧

能够进一步减小不定核随机傅里叶特征的逼近方差。

2.4.3 分类和回归问题上不同逼近方法结果对比

这个部分主要比较了 GORF 方法和其他的低维随机逼近方法在 SVM
分类算法和 SVR 回归算法上的性能。在具体的 SVM 分类和 SVR 回归中，
由于各种随机特征逼近方法已经给出了核函数对应的映射函数，因此只需

要在原空间通过梯度下降方式求解分类器的参数。求解过程利用了 liblinear

工具包[106]，其中工具包超参数 C 是从 [0.01,0.1,1,10,100,1000] 中进行五折
交叉验证选择出来的，其他超参数与上一小节保持一致。分类准确率是评价

低维随机逼近方法的指标，即分类正确的样本数目占总样本的数目；而在

回归任务中，采用的评价指标是均方根误差（RMSE: Rooted Mean Square
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Error），计算 RMSE 公式如下所示，

RMSE =

√
∑N

i=1(ŷi −yi)2

N
(2.38)

其中 {yi}N
i=1 和 {ŷi}N

i=1 是预测值与对应的真实值。

图2-6是多种不定核随机逼近方法在 SVM 分类问题上分类准确率的对
比结果，可以看到相对现有的随机逼近方法，GORF方法能够取得更好的分
类准确率。表2-2是多种不定核随机逼近方法在 SVR 回归问题上 RMSE 的
对比结果，可以看到 GORF 方法在多个数据集上可以取得更低的 RMSE。
同时可以看出随着特征数目的增加，各种不定核函数随机逼近方法的分类

准确率提升，并且回归 RMSE 下降。实验结果说明不定核函数随机特征的
逼近误差越小，其在分类和回归问题上的性能更好，这符合独立于数据进

行采样的随机特征逼近方法的基本假设。

表 2-2 多种随机逼近方法在 SVR 回归问题的 RMSE 对比
Table 2-2 RMSE comparison of various random approximation methods in SVR
regression problem

核函数 数据集 方法 s = 2d s = 4d s = 8d

Epanechnikov

mpg

RM 7.137±1.828 5.623±0.862 4.707±0.107
TS 5.050±0.759 4.952±0.423 4.674±0.117
SRF 4.461±0.136 4.269±0.129 4.137±0.081

DIGMM 4.686±0.287 4.339±0.128 4.133±0.119
GORF(OURS) 4.342±0.102 4.162±0.157 3.872±0.117

housing

RM 7.153±1.772 5.436±0.917 4.491±0.008
TS 5.414±0.879 4.772±0.377 4.657±0.316
SRF 4.391±0.368 3.906±0.219 3.555±0.130

DIGMM 4.897±0.368 4.130±0.324 4.000±0.280
GORF(OURS) 4.079±0.233 3.817±0.204 3.472±0.137

Delta-Gaussian

mpg
SRF 5.243±0.110 5.189±0.095 4.958±0.090

DIGMM 5.203±0.212 4.925±0.215 4.613±0.111
GORF(OURS) 4.831±0.173 4.622±0.189 4.488±0.128

housing
SRF 5.432±0.729 3.845±0.379 3.321±0.274

DIGMM 4.647±0.411 3.898±0.598 3.688±0.192
GORF(OURS) 3.739±0.360 3.474±0.330 3.164±0.252
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(f) usps 数据集，Delta-Gaussian 核函数
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图 2-6 多种不定核或非平移不变核的随机逼近方法在不同核函数与数据集下
SVM 问题分类准确率的对比实验
Fig. 2-6 Contrast experiments on the SVM classification accuracy of a variety of
random approximation methods for various indefinite kernels or non-translation
invariant kernels under different kernel functions and datasets
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2.5 本章小结

本章研究了针对不定核和非平移不变核的随机傅里叶特征逼近方法。

当所有数据通过归一化约束在单位球面上的时候，非平移不变核函数可以

转变为平移不变但非正定的核函数，不定核函数和非平移不变核函数的随

机特征逼近构建可以统一成平移不变但非正定核函数的随机特征逼近。对

于不定核函数，其频域 p(ω) 不是非负测度，因此无法通过 Monte-Carlo 采
样的方法采集到权值。针对这个问题，本章从符号测度和 Jordan 分解的角
度出发，提出了在复数空间中构建不定核的随机傅里叶特征逼近。本章理

论证明了提出的逼近方法的无偏性质，并且采用正交化的方法减小逼近的

方差，计算采用正交化后减小的方差数值。本章对于不定核的正定分解存

在性的前沿问题，从不定核的随机傅里叶特征逼近的角度给出了更加容易

验证的充要条件。最后，本章以 Epanechnikov 核函数与 Delta-Gaussian 核
函数两个具体的不定核函数，在多个数据集上对比了提出的方法和现有的

方法针对不定核函数的逼近性能，验证了提出的方法能够取得更低的逼近

误差，在 SVM 和 SVR 问题上具有更好的性能。
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第三章 基于低比特量化随机特征的深层核学习研究

第二章提出的针对不定核函数的低维随机特征逼近突破了随机傅里叶

特征正定性和平移不变性的约束，使得能够在更广泛的核函数范围利用低

维随机特征逼近对核方法进行加速。然而相关研究果表明核函数需要更强

的复杂度来保证更好的泛化性能，对应到随机特征方法而言就是要保证随

机特征的数目。相较于直接在单层随机特征逼近基础上增加特征的数目，采

用随机特征级联的方法构造的深层核函数具有两个随机特征数目增加的维

度，从而使其拥有更强的灵活性和模型表示能力。但是随机特征数目增加

会使得存储的采样值矩阵规模增大，限制了随机特征逼近方法在移动端和

嵌入式等存储资源有限的场景下的应用。针对这个问题，本章从另一种“低

维”的角度，即随机逼近的低比特的表示，来思考在计算存储资源有限的

情况下的核函数的随机特征逼近问题。本章设计了针对基于低比特量化的

随机特征的深层核函数的构建和训练方法，并在 EEG数据集进行了实验验
证。实验结果证明，低比特量化表示的随机特征能够突破计算存储资源的

瓶颈限制，在相同计算存储资源的情况下低比特量化随机特征允许深层核

函数的宽度和深度增加保证核方法的泛化能力。

3.1 基于随机特征的深层核构建方法

第二章中的 Bohner定理说明对于正定核函数，存在非负测度 p(ω)，使

得通过 Monte Carlo 抽样得到的采样值矩阵 ω 来构建出随机傅里叶特征，
随机傅里叶特征相当于给出了核函数 k(., .)对应的近似的特征映射 ϕ(.)。深
层核函数是核函数的多层复合结构，其有多种实现方式。本章采用的是 Xie
等人[57] 提出的基于随机特征的深层核构建方法（DKR: Deep Kernel via
Random Fourier Features）。这个方法认为，每层核函数 ki(., .) 都有对应的

傅里叶变换 pi(ω) 和随机傅里叶特征 ϕi(.)，通过随机傅里叶特征 ϕi(.) 的复

合可以构成深层核函数。在 DKR 中，每层的采样值矩阵 {ωi}l
i=1 是可以训

练的参数，可以根据 {ωi}l
i=1 构建每层核函数的频谱分布 {pi(ω)}l

i=1。通过

优化损失函数 L(w,ϕl(...ϕ2(ϕ1(x j;ω1))),b,y j)，数据驱动学习 {ωi}l
i=1，可以
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图 3-1 基于随机特征的深层核函数构建方法示意图[57]

Fig. 3-1 The construction method of deep kernel via random features [57]

学习到每层的核函数的频谱分布 {pi(ω)}l
i=1 和核函数 {ki(.)}l

i=1，即

min
w,b,{ω}l

i=1

1
N

N

∑
j=1

L(w,ϕl(...ϕ2(ϕ1(x j;ω1))),b,y j) (3.1)

在 SVM二分类问题中，损失函数 L(.)是(1.16)的 Hinge损失函数；同样地，
L(.) 也可以是交叉熵损失函数。

图3-1展示的是 DKR方法的整体框架，DKR由 l个 RFF层（RFF layer）
组成，RFF 层含有 RFF 模块（RFF module）和聚合模块（concentrating
module）。RFF 模块的主要作用是将上一层核函数的随机傅里叶特征通过
采样值矩阵 ω 进行线性变换，产生的结果通过 sin(.) 和 cos(.) 激活函数进

行计算，获得随机傅里叶特征的各个分量。聚合模块是将这一层核函数的

随机傅里叶特征的分量聚合在一起。经过 l 个的 RFF 层，提取的随机特征
最后通过线性分类器进行分类得到样本的预测值。DKR 方法采用梯度下降
的方法求取 w，b 和 {ωi}l

i=1 的最优解，设 L j 表示对于样本 x j 计算的损失
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函数值，则对 ωl 的分量 ωm
l 的导数为：

∂L j

∂ωm
l
=

∂L j

∂ ỹ j
·

(
∂ ỹ j

∂ sm
l
·

∂ sm
l

∂ωm
l
+

∂ ỹ j

∂ sm+Dl
l

·
∂ sm+Dl

l
∂ωm

l

)
(3.2)

其中 Dl 表示 ωl 的维度，ỹ j = w>sl +b，

∂ ỹ j

∂ sm
l
= wm,

∂ ỹ j

∂ sm+Dl
I

= wm+Dl (3.3)

∂ sm
l

∂ωm
l
=−sl−1 sin

[
(ωm

l )
> sl−1

]
(3.4)

∂ sm+Dl
l

∂ωm
l

= sl−1 cos
[
(ωm

l )
> sl−1

]
(3.5)

需要注意的是，由于高斯核函数在众多任务中的性能有一定的保证，本

方法采用了基于高斯的随机初始化方法对每一层的 ω 进行初始化，即每
一层使用了高斯核函数。Xie 等人从 Betti 数的角度对 DKR 方法的模型
复杂度进行了分析并且指出在多个小规模和大规模数据集上，DKR 方法的
性能远优于单层核学习方法，甚至优于多层感知机（MLP：Multiple Layer
Perception）。

3.2 随机特征的低比特量化方法

DKR方法从随机傅里叶特征级联的角度为深层核函数构造提供了新的
方式，假设 DKR 方法中构造的深层核函数中级联随机傅里叶特征的层数
为 l，每层随机傅里叶特征的维度为 Dl，数据输入 x 的维度为 Ds。如果

{ωi}l
i=1 都是以 32 比特进行表示，则消耗的存储容量为：

Memory Consumption = 32× (2D2
l × (l −1)+Dl ×Dx) (Bits) (3.6)

实际算法部署的过程中经常遇到计算存储资源的限制，如在移动端上

往往多个应用程序并行运行，这个时候单个应用程序所需要的内存资源需

要进一步压缩。计算存储资源的进一步限制要求对 DKR 的进一步压缩。
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DKR 的压缩有两个思路，一个思路是减小使用的随机特征的数目，即减小
单层随机特征的维度或者是减小深层核函数的深度。然而在大规模数据集

上，直接减少所使用的随机特征的数目是否是最佳选择呢？Avron 等人[86]

提出的针对核矩阵的 (∆1,∆2) 谱逼近理论指出，如果在大规模数据集上保

证核方法的泛化性能，需要保证随机特征的采样值矩阵的秩足够高。

定义 3.1. ((∆1,∆2) 谱逼近[86]) 对于 ∆1,∆2 ≥ 0，一个对称矩阵 A 是另外

一个对称矩阵 B 的 (∆1,∆2) 谱逼近的充要条件是 (1−∆1)B � A � (1+∆2)B。

定理 3.1. [86] 假设 fK 是核岭回归问题中最优的回归函数，K̃ +λ I 是

K+λ I 的 (∆1,∆2) 谱逼近，其中 ∆1 ∈ [0,1) 并且 ∆2 ≥ 0。定义 m 是 K̃ 的秩，

并且 fK̃ 是采用核矩阵 K̃ 对应的回归函数，λ ≥ 0是正则化项并且标签噪声

为 σ2 < ∞，则 fK̃ 的期望风险为：

R ( fK̃)≤
1

1−∆1
R̂ ( fK)+

∆2

1+∆2

m
N

σ2 (3.7)

当数据规模 N 很大的时候，fK̃ 的期望风险的上界 R ( fK̃)由
1

1−∆1
R̂ ( fK)

决定。∆1 对于 fK̃ 的泛化性能有重要作用，∆1 越小， fK̃ 的期望误差越小。

Avron 等人通过实验现象指出 RFF 近似的核矩阵 K̃ 的秩越大，∆1 的取值

越小。而在 RFF 中，逼近的核矩阵 K̃ 的秩等于所有样本 RFF 组合成的逼
近矩阵 Z 的秩，而 Z 的秩 rank(Z) ≤ min(n,s)，即 Z 的秩的上界由随机特

征采样数目 s 决定。定理3.1说明保证通过基于随机特征的核方法的泛化性
能需要保证随机特征的采样数目 s，因此直接减少所使用的随机特征的数目

在计算存储资源有限的应用场景不是合适的选择。

除了随机特征的数目减少，内存消耗计算公式(3.6)提供了另外一个方
向，即 {ωi}l

i=1 都是以小于 32 位的低比特进行表示。本章从随机特征低比
特量化的角度研究计算存储资源限制条件下随机特征的构建问题，本节主
要介绍针随机特征的低比特量化方法及对应的深层核训练方法。

3.2.1 量化函数设计

针对随机特征的低比特量化主要指的是对采样值矩阵 {ωi}l
i=1 和随机

特征 {si}l
i=1 两个部分进行低比特表示，从而最大程度地压缩级联的随机特
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征的模型体积，降低运算时间。量化函数是低比特量化的重要组成部分，为

了减小量化误差，本章采用的量化函数包含两个部分，分别是量化和反量

化。

• 量化部分

量化部分将浮点数值转换为定点数表示，给定 32 位浮点数的数值 x，

则经过量化部分的 32 位浮点数转变为定点数值 x̄q：

x̄q = clip
(

round
(x

c

)
− z,Nmin,Nmax

)
(3.8)

其中 round(.) 是取整函数，clip(x,Nmin, Nmax) 函数指的是 x 限制在

Nmin 和 Nmax 之间。Nmin 和 Nmax 是量化的上界和下界，z 是量化的零

点，c 是量化的步长。量化步长 c 的计算公式如下：

c =
xmax − xmin

Nmax −Nmin
(3.9)

若 Nmin = 0，Nmax = 2b −1，则

c =
xmax − xmin

2b −1
(3.10)

量化零点 z 的计算公式为：

z =
xmin

c
(3.11)

其中 xmin 和 xmax 是 x 的最小值和最大值。

• 反量化部分

反量化部分的作用是将定点数 x̄q 投射回离散的浮点数 xq，即

xq = c · (x̄q + z) (3.12)

对于逐层采样值矩阵 {ωi}l
i=1进行 b比特量化，量化步长 cωi =

ωimax−ωimin
2b−1 ，

量化零点 zωi =
ωimin
cωi
；对于逐层随机特征 {si}l

i=1 进行 b比特量化，量化步长
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csi =
simax−simin

2b−1 ，量化零点 zsi =
simin
csi
。随机傅里叶特征各个分量的值域为 [-1,1]，

则 simin =−1，simax = 1。图3-2展示的是构建的六层 8 比特量化随机特征在
第一层和第五层量化前后采样值矩阵 ω 的分布，通过公式(3.8)和(3.12)，连
续分布的采样值矩阵 ω 量化成离散分布的采样值矩阵 ωq。

(a) 量化前的第一层采样值矩阵 ω1 (b) 量化后的第一层采样值矩阵 ωq
1

(c) 量化前的第五层采样值矩阵 ω5 (d) 量化后的第五层采样值矩阵 ωq
5

图 3-2 8 比特量化的 DKR 的每层量化前后采样值矩阵 ω 的分布

Fig. 3-2 Distribution of sample matrix ω before and after 8-bit quantization for
DKR

3.2.2 基于低比特量化随机特征的深层核训练算法

和基于 32 比特浮点数随机特征的深层核一样，基于低比特量化随机特
征的深层核采用了梯度下降的方法对于 w、b 和 {ωi}l

i=1 进行优化。其中量

化函数中的取整函数 round(.) 在量化边界处不可导并且在大多数取值处的
导数为 0，基于量化随机特征的深层核函数在训练过程中出现梯度消失或
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爆炸的现象。因此针对量化函数中的求导采用了梯度直传（STE: Straight-
through Estimator）的方法，即

∂xq

∂x
= I|x|≤1 (3.13)

图 3-3 低比特量化的 RFF 层的计算图
Fig. 3-3 Computational graph of low-bit quantized RFF layer

图3-3是低比特量化的 RFF 层的计算图。基于量化随机特征的深层核
的训练算法主要分为三个步骤，分别是前向计算、反向梯度传播与采样值

矩阵的更新，下面分别对各个部分进行详细地描述。

1) 前向计算
如图3-3所示，红色箭头代表了低比特量化的 RFF 层前向计算的过程。

给定上一层低比特量化后的随机特征 sq
i−1，算法首先将第 i 个 RFF 层的采

样值矩阵 ω i 通过公式(3.8)和(3.12)转化为离散的浮点数 ωq
i，然后将低比特

量化随机特征 sq
i−1 和量化后的采样值矩阵 ωq

i 进行乘加运算，通过 sin(.)
和 cos(.) 激活函数和聚合模块得到第 i 层的随机傅里叶特征 si。最后，随

机傅里叶特征 si 通过量化函数量化成 sq
i。重复上述步骤，依次计算逐层

的随机傅里叶特征 {si}l
i=1。线性分类器将最后一层得到的随机傅里叶特征

sl 作为模型的输入，利用分类器的输出和真实的标签求取分类的损失函数

L(w,ϕl(...ϕ2(ϕ1(x j;ω1))),b,y j)。

2) 反向梯度传播
图3-3的蓝色箭头是低比特量化的 RFF 层的反向梯度传播的过程。前

向计算的过程中涉及到逐层量化前后的采样值矩阵 {ωi}l
i=1 和 {ωq

i }l
i=1，以

及逐层量化前后的随机傅里叶特征输出 {si}l
i=1 和 {sq

i }l
i=1。根据 STE 方法，

51



上海交通大学硕士学位论文

第 j 个样本 x j 计算的模型输出 ỹ j 对第 i 层量化前的随机傅里叶特征 si 和

反向梯度传播中对第 i 层量化后的随机傅里叶特征 sq
i 相等，即

∂ ỹ j

∂ si
=

∂ ỹ j

∂ sq
i

∂ sq
i

∂ si
=

∂L j

∂ sq
i
I|si|≤1 (3.14)

根据 3.1 节中的公式 (3.2)-(3.5) 以及公式(3.14)，可以求取损失函数
L(w,ϕl(...ϕ2(ϕ1(x j;ω1))),b,y j) 对量化后的采样值矩阵 {ωq

i }l
i=1 的导数。

3) 采样值矩阵的更新
反向梯度传播过程求取了损失函数 L(w,ϕl(...ϕ2(ϕ1(x j;ω1))),b,y j) 对量

化后的逐层采样值矩阵 {ωq
i }l

i=1 的导数，根据梯度下降方法，可以计算第 t

个迭代周期更新的逐层采样值矩阵 {ωi}l
i=1，即

ωi(t) = ωi(t −1)−η
1
N

N

∑
j=1

∂L j

∂ωq
i

(3.15)

注意的是公式(3.15)梯度更新过程中采用的是损失函数对量化后的逐
层采样值矩阵 {ωq

i }l
i=1 的梯度，更新的是量化前的逐层采样值矩阵 {ωi}l

i=1。

这种采样值矩阵更新方式不仅最小化损失函数 L j，同时最小化量化 {ωi}l
i=1

和 {si}l
i=1 带来的误差。低比特量化的 DKR 训练算法可以总结成为伪代码

算法2。
在低比特量化的 DKR模型训练完成，进行模型部署的时候，量化前的

采样值矩阵 {ωi}l
i=1 被舍弃，保留量化后的采样值矩阵 {ωq

i }l
i=1，此时 DKR

消耗的存储空间将极大地缩小。

3.3 时间和空间复杂度分析

设采样值矩阵 {ωi}l
i=1和随机特征 {si}l

i=1的量化比特数目为 b比特，则

基于 b 比特量化随机特征的深层核函数模型的空间复杂度为 O(b× (2D2
l ×

(l−1)+Dl ×Dx))。关于时间复杂度，第 i 层离散浮点数表示的采样值矩阵

ωq
i 与第 i−1 层离散浮点数表示的随机特征 sq

i 求取点积，即有：

ωq
i · s

q
i = cωicsi(ω̄

q
i · s̄

q
i + zωi s̄i

q + zsiω̄i
q + zωizsi) (3.16)
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算法 2 基于低比特量化 RFF 的深层核训练算法
输入: 一个批次的训练数据 {xi,yi}N

i=1，每层采样值矩阵 {ωi}l
i=1 的初始分

布 {pi(ω)}l
i=1，每层的 RFF 的数目 Dl，训练迭代次数 tmax

输出: 分类超平面的参数 w 和 b，每层量化后的采样值矩阵 {ωq
i }l

i=1
1: 根据初始分布 {pi(ω)}l

i=1 初始化逐层的采样值矩阵 {ωi}l
i=1。

2: for k=1 to tmax do
3: for j=1 to l do
4: 对于 j > 1，根据公式(3.8)和(3.12)将第 j 个 RFF 层的浮点数输入

s j−1 量化成离散浮点数输入 sq
j−1，对于 j = 1，RFF层的输入是 xi

5: 根据公式(3.8)和(3.12)将第 j 个 RFF层的采样值矩阵 ω j 量化成离
散浮点数类型的采样值矩阵 ωq

j
6: 根据 ωq

j 和 sq
j−1，计算第 j 层的 RFF 为 s j

7: end for
8: 采用第 l 层的 RFF 输入线性分类器得到预测值 {ỹi}N

i=1，计算损失函
数 L(w,sl,b,y j)

9: 按照公式 (3.2)-(3.5) 和 (3.13)，求取损失函数 L(w,sl,b,y j) 对各层量
化后的采样值矩阵 {ωq

i }l
i=1 的梯度，和对线性分类器参数 w 和 b 的

梯度。
10: 根据公式(3.15)更新 {ωi}l

i=1，同时根据梯度下降方法更新线性分类器
参数 w 和 b

11: end for

其中 ω̄q
i 和 s̄q

i 是定点量化的采样值矩阵和随机特征，取值为 [0,2b−1] 范围
中的所有整数值。ω̄q

i 表示成 M位定点整数序列集合，即 ω̄q
i =∑M−1

m=0 cm(ω̄q
i )；

s̄q
i 表示成 K 位定点整数序列集合，即 s̄q

i = ∑K−1
k=0 ck(s̄

q
i )，其中

(
cm(ω̄q

i )
)M−1

m=0

和
(
ck(s̄

q
i )
)K−1

k=0 都是位向量。ω̄q
i 和 s̄q

i 的点积可以采用位运算计算，即：

ω̄q
i · s̄

q
i = ∑M−1

m=0 ∑K−1
k=0 2m+k bitcount

[
and
(
cm(ω̄q

i ),ck(s̄
q
i )
)]

cm(ω̄q
i ) j,ck(s̄

q
i ) j ∈ {0,1} ∀ j,m,k

(3.17)

根据公式(3.17)，本章得到 DKR方法的时间复杂度为 O(MK)，和采样值矩

阵及随机特征量化的比特数目有关。当采样值矩阵和随机特征量化比特均

为 b 比特时，相较于浮点数表示，时间复杂度下降为原来的 b2

322，存储复杂

度下降为原来的 b
32。
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3.4 实验验证

本小节对基于低比特量化随机特征的 DKR 方法进行实验验证，从不
同存储限制下的 DKR 方法的泛化性能角度，对比了基于浮点数随机特征
和低比特轻量化随机特征的 DKR 方法。本节所有实验的硬件环境是装有
Ubuntu18.04 系统的塔式服务器，其 CPU 是 24 核 3.5GHz 的 i9-10920X，
其 GPU 是显存 11GB 的 GeForce RTX 2080-Ti。实验的软件环境为 Py-
torch1.9.0。

3.4.1 不同存储限制下低比特量化 DKR 在 EEG 数据集上的结果

在计算存储资源瓶颈限制下保证 RFF 逼近矩阵的规模是低比特量化
随机特征相较于浮点数的随机特征的主要区别，而本小节主要从实验的角

度说明这个区别是否导致 DKR 的泛化性能产生差别。实验中采用了 EEG
数据集进行验证，该数据集记录了一段时间受试者脑电信号（EEG：Elec-
troencephalogram)与眼睛活动情况。数据输入是 14维的脑电信号数据，输
出是受试者的眼睛睁开和闭上的 0/1 变量。数据的规模是 14980，其中随
机划分 50% 的数据为训练集，剩下 50% 的数据集构成测试集。实验针对

DKR 进行了两种处理，一种是采用的是 32 位浮点数的 DKR，另一种是采
用了低比特量化的 DKR，其中本小节实验中量化比特的数目为 4 和 8。
实验中采用了 7 层 RFF 构成的深层核函数。假定每层 RFF 的维度相

同，为了简化运算，本章实验不考虑第一层 RFF 带来的存储负担。根据公
式(3.6)，给定存储资源的限制（Memory Constraint），DKR 采用 b 比特情

况下对应的每层 RFF 的维度为：

2Dl = 2

√
Memory Constraint

b×2× (l −1)
(3.18)

实验中研究了 105 至 5× 106 比特存储限制范围内基于 32 位浮点数、
4 比特和 8 比特量化 RFF 的深层核函数在 EEG 测试集上分类准确率的情
况，如图3-4所示。根据公式(3.18)，我们可以计算得到基于 32 位浮点数、4
比特和 8 比特量化 RFF 的深层核函数在每个存储资源限制点处对应的每
层 RFF 维度。如图3-4(b) 所示，4 比特和 8 比特量化允许每层拥有更高维
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(a) EEG 测试数据集上的分类准确率
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(b) 每层允许最大的 RFF 的维度

图 3-4 不同存储限制下基于 32 比特浮点数、8 比特和 4 比特量化的 DKR 方法
每层允许最大 RFF 的维度以及对应的测试集准确率对比
Fig. 3-4 The maximum RFF dimension of each layer and the testing accuracy
for DKR method with 32-bit floating point, 8-bit and 4-bit quantization under
different storage restrictions
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度的 RFF。根据每个存储资源限制点处对应的单层 RFF 维度，本小节构
建出基于 32 位浮点数，4 和 8 比特量化 RFF 的深层核函数。对于两种数
据精度表示的深层核函数，我们在每个存储资源限制点上进行了 5 次重复
实验，计算 5 次重复实验测试集分类准确率的均值和标准差。所有实验采
用 Hinge损失函数和 Adam优化器进行训练，学习率设置为 0.001，训练迭
代周期为 1000。

如图3-4所示，当能够提供的存储资源下降到 1.4×106 比特时，采用基

于 32 位浮点数的 DKR 方法在 EEG 测试集上的分类准确率出现了显著的
下降，而采用基于 4和 8比特量化的 DKR方法的性能没有显著的损失。结
合图3-4(b) 中每层采用的 RFF 变化曲线，这个现象出现的原因是基于 32
位浮点数的 DKR 方法每层允许最大的 RFF 维度低于保证 DKR 方法泛化
性能所要求的 RFF 维度的阈值；而采用 4 比特和 8 比特量化的 DKR 方法
允许每层采用更多的 RFF，在一定存储限制范围内保证了 DKR 方法的泛
化性能。

3.4.2 低比特量化 DKR 的进一步讨论

下面将从逐层 RFF 的可视化以及逐层所有样本 RFF 组合成的逼近矩
阵 Z 的秩变化这两个角度，以 8 比特量化的 RFF 为例子，进一步分析基
于低比特量化的 DKR 构建。

• 不同存储限制下逼近矩阵 Z 的秩的变化

Avron 等人提出的 (∆1,∆2) 谱逼近理论指出基于随机特征的核方法需
要通过维持逼近矩阵 Z的秩足够高来保证核方法的泛化性能。图3-5比
较了基于 32 位比特浮点数和 8-比特量化的 DKR 的每层逼近矩阵 Z

的秩。随着存储资源的减小，每层允许的最大 RFF维度逐渐减小，不
同层 RFF 对应的逼近矩阵 Z 的秩都减小。低比特量化不会减小逼近

矩阵 Z 的秩，并且由于其允许每层采用更大的 RFF 维度，在相同存
储资源限制情况下，8比特量化 DKR各层 RFF对应的逼近矩阵 Z 的

秩相比于 32 比特浮点数 DKR 各层 RFF 对应的逼近矩阵 Z 的秩更

大。根据 (∆1,∆2) 谱逼近理论，采用低比特量化 DKR 的核方法拥有
更强的泛化性能，这个能够解释图3-4(a) 中基于 8 比特量化的 DKR
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(b) 其他层逼近矩阵 Z 的秩

图 3-5 不同存储限制下基于 32 比特浮点数和基于 8 比特量化的 DKR 的每层逼
近矩阵 Z 的秩的变化情况

Fig. 3-5 The rank of the approximation matrix Z for DKR method with 32-bit
floating point and 8-bit quantization under different storage restrictions

方法在 EEG 测试集上的分类准确率优于基于 32 比特浮点数的 DKR
方法。

• 逐层 RFF 的可视化

RFF 是核函数的无偏逼近，其本质上也是有限维特征映射函数。图3-
6从在给定存储资源限制的情况下可视化基于 32 比特浮点数和基于 8
比特量化的 DKR 的第 2、3、4 层 RFF，图中的蓝色和绿色散点代
表的是 EEG 测试集的两类样本。可视化方法采用了 t-SNE 降维的方
式，t-SNE 降维方法能够在低维分布中保留高维分布的局部特征。实
验中给定的存储资源限制为 1.4×106 比特，这个条件下基于 32 比特
浮点数的 DKR 在 EEG 测试集上的分类准确率为 70.03%，而基于 8
比特量化的 DKR 的分类准确率为 85.37%。可视化的结果显示基于 8
比特量化的 DKR 中不同类别数据的 RFF 特征的可分性更强，而基
于 32比特浮点数的 DKR中不同类别数据的 RFF特征具有一定程度
的混杂。可视化结果说明低比特量化 RFF 在相同的存储条件下允许
更高维度的 RFF，而相比于 RFF 的数据表示精度，RFF 的维度对于
DKR 方法的泛化性能更加重要。
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(a) 32 比特 DKR 第 2 层 RFF (b) 8 比特 DKR 第 2 层 RFF

(c) 32 比特 DKR 第 3 层 RFF (d) 8 比特 DKR 第 3 层 RFF

(e) 32 比特 DKR 第 4 层 RFF (f) 8 比特 DKR 第 4 层 RFF

图 3-6 存储容量 1.4×106 比特下基于 32 比特浮点数和基于 8 比特量化的 DKR
的第 2、3、4 层 RFF 的可视化
Fig. 3-6 Visualization of RFF of layer 2, 3,and 4 for DKR method with 32-bit
floating point and 8-bit quantization under the storage capacity of 1.4×106 bits
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3.5 本章小结

本章以基于随机特征的深层核函数为研究对象，研究了在计算存储资

源约束下的随机傅里叶特征逼近的构建方法。本章根据 Avron 等人提出的
理论指出在移动端、嵌入式等计算存储资源有限的情况下，通过减少随机特

征的维度来减少存储消耗的方法会导致核方法的泛化性能下降。针对这个

问题，本章提出了基于低比特量化随机特征的深层核学习框架，其中包含

量化函数的构造及深层核函数的训练方法。在存储资源有限的情况下，低

比特量化随机特征允许深层核的宽度和深度增加，来保证基于随机特征的

深层核方法的泛化性能。本文理论分析了采用低比特量化随机特征后模型

的运算和空间复杂度，相较于 32 位浮点数表示，采用低比特量化后模型的
运算和空间复杂度有显著的下降。最后，本章在 EEG 数据集上对比了不同
计算存储资源下基于 4 比特和 8 比特量化及基于 32 位浮点数的 DKR 方
法，实验结果说明在计算存储资源较少的情况下，低比特量化表示能够较

好地保证 DKR 方法的泛化性能。本章分别从逼近矩阵的秩及逐层随机特
征可视化两个角度，对低比特量化随机特征能够保证 DKR 方法的泛化性
能的原因进行了进一步的讨论。
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第四章 基于 NTK 低维假设的小样本学习研究

凭借其强大的拟合能力，深度神经网络在计算机视觉、语音语义理解

等任务中取得优异的性能结果，然而其训练的过程依赖于大规模数据集的

构建。在小规模数据集上，由于优化空间较复杂，深度神经网络的泛化误

差增大，导致过拟合的情况。利用先验条件寻找合适的神经网络低维优化

空间是提升深度神经网络在小规模数据集上性能的有效方法，而低维优化

空间如何构建成为这类方法的核心问题。2018 年，Arthur 等人提出了神经
正切核（NTK：Neural Tangent Kernel）[90] 来构建核方法与神经网络训练

的动态过程之间的联系。随机特征反映的是核函数能够被低维逼近，Li 等
人[107] 根据 NTK低维逼近的假设，推导出深度神经网络的训练优化过程在
低维的子空间中展开。本章利用 NTK 低维逼近假设得到的空间构建小样
本学习的优化空间，实验验证在此低维优化空间下，深度神经网络的过拟

合现象能够有效的缓解。由于优化子空间无法直接在相同类别对应的大规

模数据集上提取，本章提出了通过元学习的方法学习对于不同小样本学习

任务迁移性较好的低维优化空间，并在小样本分类任务上进行了实验验证。

4.1 理论背景

作为对于深度神经网络收敛性和泛化性理解的重要工具，NTK 相关研
究近年来的数量增长迅速，成为核函数与深度神经网络领域的桥梁。作为

本章内容的出发点，本章首先对 NTK 进行介绍，阐明 NTK 如何反映神经
网络训练过程，同时从 NTK 低维逼近假设推导出深度神经网络的训练过
程是在低维子空间中进行的。

4.1.1 NTK 低维逼近假设

定义深度神经网络的输出 f (θ ,x) ∈ R，其中深度神经网络的参数 θ ∈
Rm，深度神经网络的输入 x ∈ Rd。给定数据集 {(xi,yi)}N

i=1 ⊂ Rd ×R，则下
面考虑训练数据集上最小化损失函数，假设损失函数采用的是均方误差，即

l(θ) =
1
2

N

∑
i=1

( f (θ ,xi)− yi)
2 (4.1)
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神经网络通过梯度下降的方法进行参数更新，记 t 时刻神经网络的参

数为 θ(t)，t +∆t 时刻神经网络的参数为 θ(t +∆t)，计算 t 时刻损失函数对

于网络参数 θ 的导数，即

∇θ l(θ(t)) =
N

∑
i=1

( f (θ(t),xi)− yi)
∂ f ((θ(t),xi)

∂θ
(4.2)

则参数更新的表达式为：

θ(t +∆t) = θ(t)−η∇θ l(θ(t))∆t (4.3)

其中 η 是学习速率。当 ∆t = 1 时，这个对应的是最常用的神经网络参数更

新方式。当 ∆t 趋近于 0 时，神经网络的参数更新过程可以写成微分方程的
形式，即

dθ(t)
dt

=−η∇θ ℓ(θ(t)) (4.4)

定义 t 时刻对于某个输入样本 x j 神经网络输出为 u(t) = f (θ(t),x j)，则

神经网络输出 u(t) 的动态变化可以写成：

du(t)
dt

=
∂u(t)
∂θ

dθ(t)
dt

=−η
∂u(t)
∂θ

∇θ ℓ(θ(t))

=−η
N

∑
i=1

( f (θ(t),xi)− yi)〈
∂u(t)
∂θ

,
∂ f (θ(t),xi)

∂θ
〉

(4.5)

定义 4.1.（神经正切核）给定数据集 {(xi,yi)}N
i=1 ⊂Rd ×R 和深度神经

网络 f (θ ,x)，其中 x是深度神经网络的输入，θ 是深度神经网络的参数，随
着训练时间 t 会发生变化。则 t 时刻对于样本 xi 和 x j 的神经正切核函数定

义如下：

k(xi,x j) = 〈∂ f (θ(t),xi)

∂θ
,
∂ f (θ(t),x j)

∂θ
〉 (4.6)

定义矩阵 K(t) 的分量 Ki j(t) = k(xi,x j)，则 K 称为神经正切核矩阵。

公式(4.5)的深度神经网络动态训练过程可以写作矩阵形式，即

du(t)
dt

=−K(t)(u(t)− y) (4.7)
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当深度神经网络趋向于无限宽的时候，深度神经网络的参数变化很小，

进入“懒惰”模式（lazy training），此时 K(t) 将趋向于恒定的核矩阵 K∗，

则深度神经网络动态训练的方程可以写成下面形式，即

du(t)
dt

=−K∗(u(t)− y) (4.8)

求解(4.8)的常微分方程，其中常微分方程初值 u(0) = 0。当 t → ∞ 时，
则深度神经网络的输出 u(t) 趋向于

f ∗(x) = [k(x1,x),k(x2,x), ...,k(xN ,x)](K∗)−1y (4.9)

可以看出在深度神经网络在无限宽的情况下，一个训练收敛的深度神

经网络等价于在给定数据集上的核回归预测器，此时可以从核方法的角度

对于深度神经网络的特性进行分析。NTK 构建起了核方法与深度神经网络
之间的联系。

回顾公式(4.4)，若不考虑损失函数 ℓ(θ) 的具体形式，则可以写做

dθ(t)
dt

=−η∇θ ℓ(θ(t)) =−η∇θ ( f (θ(t),X))T ∇ f (θ(t),X)ℓ(θ(t)) (4.10)

其中 X 是数据集所有输入 x 组成的集合，∇θ ( f (θ(t),X)) ∈RN×m。在无限

宽的情况下，深度神经网络对网络参数的梯度保持不变，则

dθ(t)
dt

=−η∇θ ( f (θ(0),X))T ∇ f (θ(t),X)ℓ(θ(t)) (4.11)

对梯度 ∇θ ( f (θ(0),X)) 采用奇异值分解，可以得到

∇θ ( f (θ(0),X)) =U0Σ0V T
0 (4.12)

其中 U0 ∈ RN×N，V0 ∈ Rm×m 是实正交矩阵；Σ0 ∈ RN×m 是对角矩阵，对

角线元素 {λi}i=1,2,...,m 为以递减顺序排列的 ∇θ ( f (θ(0),X)) 的奇异值。定

义 NTK矩阵的特征值为 {λ NTK
i }i=1,2,...,m，根据 NTK的定义有 λ NTK

i = λ 2
i 。

Fan 等人[108] 对于 NTK 矩阵的特征值分布进行分析，指出 NTK 矩阵中少
量的特征值起到主导作用。利用 NTK矩阵的低秩特性，则可以利用低秩矩
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阵 Σ̃0 对于矩阵 Σ0 进行低秩逼近，即

Σ0 ≈ Ũ0Σ̃0Ṽ T
0 (4.13)

其中 Σ̃0 含有 Σ0 中前 s大的奇异值，Ũ0 ∈RN×s，Ṽ0 ∈Rm×s 是正交矩阵。则

∇θ ( f (θ(0),X)) 和 dθ(t)
dt 可以表示成

∇θ f (X,θ(0))≈U0Ũ0Σ̃0Ṽ>
0 V>

0 (4.14)

dθ(t)
dt

=−ηV0Ṽ0[Σ̃0Ũ>
0 U>

0 ∇ f (θ(t),X)ℓ(θ(t))] (4.15)

其中 V0Ṽ0 ∈ Rm×s，Σ̃0Ũ>
0 U>

0 ∈ Rs×N。dθ(t)
dt 代表的是参数 θ 在训练过程中

的变化，公式(4.15)反映训练过程中参数 θ 是在维度为 s 的低维子空间

中变化。公式中 V0Ṽ0 建立了从 s 维的子空间到 m 维的参数空间的映射，

Σ̃0Ũ>
0 U>

0 ∇ f (θ(t),X)ℓ(θ(t)) 指的是在 s 维子空间中投影的梯度。公式(4.15)表
明在 s 维的子空间中进行网络训练后最终能够获得在 m 维参数空间一样的

性能效果。NTK 低维特性的理论中涉及到两个假设，一个是深度神经网络
无限宽，另外一个是深度神经网络的训练进入“懒惰”的状态，这两个条件

在实际深度神经网络训练中是理想化的。因此下一小节将从实验现象的角

度阐明在真实有限宽深度神经网络中，低维训练的现象也会出现。

4.1.2 深度神经网络低维训练特性

训练深度神经网络到收敛状态，可以获得前 k 次迭代的网络参数值

{θ(1),θ(2), ...,θ(k)}。现在需要考虑的是是否存在和如何找到一个 s维的子

空间，使得深度神经网络的优化过程是在 s 维的子空间中。针对这个问题

采用的方法是深度神经网络的参数变化轨迹进行降维，采用的降维方法是

主成分分析（PCA：Principal Component Analysis），具体的步骤如下：
1）训练深度神经网络到网络收敛，采集前 k 次迭代的深度神经网络参

数值，记为 {θ(1),θ(2), ...,θ(k)}。
2）求取采集的深度神经网络参数的平均值 θ = 1

s ∑k
i=1 θ(i)。

3) 对采集到的深度神经网络参数进行去中心化，即得到 Θ = [θ(1)−θ ,
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图 4-1 深度神经网络动态训练过程位于低维子空间示意图

Fig. 4-1 The dynamic training process of the deep neural network is located in
the low-dimensional subspace

θ(2)−θ , ...,θ(k)−θ ]
4）对 θ T θ 进行特征值分解，取其中最大的 s 个特征值 [σ2

1 ,σ
2
2 , ...,σ

2
s ]

和对应的特征向量 [υ1,υ2, ...,υs]。

5）计算降维后的 s 维标准正交基 P = [p1, p2, ...ps]，其中 pi =
1
σi

Θυi。

后文将称降维后得到的 s 维标准正交基 P 为投影矩阵。根据 NTK 低
维逼近假设，每次迭代过程经过 m 维参数空间到 s 维训练子空间投影以及

s 维训练子空间到 m 维参数空间的变换，深度神经网络最终能够达到和不

进行投影过程相同的局部最优点，即

f (θ ,x)≈ f (P(PT (θ −θ))+θ ,x) (4.16)

65



上海交通大学硕士学位论文

图4-1是深度神经网络的低维训练特性的示意图，即利用(4.16)中的投
影矩阵 P 可以构造出深度神经网络在高维参数空间中的低维区域优化的

过程。具体在迭代过程中，假设优化器采用的是随机梯度下降算法 (SGD：
Stochastic Gradient Descent），则采用了低维子空间优化后参数更新策略为：

θ(k) = θ(k−1)−ηPPT ∇θ l(θ(k−1)) (4.17)

(a) 深度神经网络参数变化轨迹 PCA 降维
后各个成分的比例
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(b) 深度神经网络在参数空间与低维优化空
间测试集准确率曲线

图 4-2 ResNet-20 网络在 CIFAR-10 数据集上采用低维训练策略后的性能
Fig. 4-2 Performance of ResNet-20 network on CIFAR-10 dataset after adopting
low-dimensional training strategy.

在本章中，在低维子空间用 SGD算法进行参数更新的策略称为 P-SGD
算法。图4-2是 ResNet-20深度神经网络在 CIFAR-10数据集上采用 SGD和
P-SGD 优化器的实验结果。首先采用 ResNet-20 网络在 CIFAR-10 数据集
上利用 SGD优化器训练迭代 150次，测试集上准确率曲线如图4-2(b)的蓝
色曲线所示，最终测试集准确率为 91.64%。接下来对于前 50 个迭代周期
的参数变化轨迹降维成 40 维，得到投影矩阵 P。图4-2(a) 是降维后各个主
成分所占比例，可以看到最大主成分对于网络参数变化轨迹的方差贡献为

59.7%，说明深度神经网络的参数优化过程是在低维子空间中。重新初始化

的 ResNet-20网络利用 P-SGD优化器进行重新训练，对应测试集上准确率
曲线如图4-2(b) 的红色曲线所示。可以看到，ResNet-20 网络采用 P-SGD
优化算法后不到 10 个迭代周期就收敛，最终测试集准确率为 91.28%，进
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图 4-3 不同深度神经网络在 10-way 5-shot 小规模数据集上训练集和测试集准确
率曲线

Fig. 4-3 The training and testing accuracy curves of different deep neural net-
works on the 10-way 5-shot dataset

一步实验证明了深度神经网络的参数变化轨迹的低维特性。

4.2 小样本学习问题建模

现有深度神经网络能够在实际应用中超越众多统计机器学习方法，CI-
FAR、ImageNet 等大规模公开数据集起到了重要作用。然而在实际部署中
由于数据获取隐私性及人力标注成本等原因，很难采集到大量的数据构成

大规模数据集，因此基于小样本的模型学习方法成为学术与工业界中研究

的热点。本小节主要对于小样本学习的问题进行数学描述，并且以优化空

间的角度对小样本学习的本质进行诠释。

小样本学习问题指的是所拥有的训练数据极少。对于回归问题，信号

采样点数目 N 极少，通常采样频率小于信号频率；对于分类问题，其可以

描述”N-way K-shot” 的形式，N-way 指的是数据集中有 N 个类别，K-shot
指的是每一类有 K 个样本。其中在小样本学习的研究中 K 通常取值 1 或
者 5，样本容量通常少于 50。
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纵然拥有很强的表示能力，深度神经网络在小样本学习问题中容易陷入

“过拟合”的情况，图4-3展示的是三种不同的深度神经网络在 10-way 5-shot
的小样本数据集上的训练集和测试集分类准确率曲线，其中 ConvNet(3-4-
4) 和 ConvNet(3-32-32-32) 是两种卷积神经网络，3-4-4 和 3-32-32-32 代表
卷积层输入特征的通道数目；ResNet-20是 20层残差神经网络，由 Kaiming
He 等人[29] 提出。10-way 5-shot 的小样本数据集的构造方法是从 CIFAR-
10 数据集的 10 类 50000 张样本中抽取其中每类 5 个样本。可以看到，对
于参数量较大的 ConvNet(3-32-32-32) 和 ResNet-20 网络，训练和测试集
准确率有比较大的差距，网络陷入严重的“过拟合”现象；对于参数量较

少的 ConvNet(3-4-4) 网络，训练和测试集准确率之间的差距减小，但由于
ConvNet(3-4-4) 参数量较少，网络表示能力下降，在训练集和测试集上的
分类准确率下降。

图4-3出现的现象可以从优化空间的角度进行解释，数据驱动的机器学
习问题可以描述成最小化关于数据分布 p(x,y)和假设（优化）空间 H 的期

望风险，即

R(h) =
∫

l(h(x,y)d p(x,y) = E[l(h(x,y))] (4.18)

对应深度神经网络 f (θ ,x)， f (., .) 是假设空间 H，而 f (θ ,x) 是假设空
间 H 中的元素。由于数据分布 p(x,y) 未知，实际训练数据集是从数据分

布 p(x,y) 进行采样，则深度神经网络的训练过程往往是最小化关于训练数

据集和假设空间 H 的经验风险，即

RI(h) =
1
N

N

∑
i=1

l(h(xi,yi)) (4.19)

本节中假设 ĥ = argminhR(h)是最小化期望误差 R(h)对应的函数，h∗ =

argminh∈HR(h) 是在假设空间 H 中最小化期望误差 R(h) 对应的函数，hI =

argminhRI(h) 是在假设空间 H 中最小化经验误差 RI(h) 对应的函数。由于

无法知道 ĥ 的具体形式，因此在机器学习中往往增加假设空间 H 的复杂度

来逼近 ĥ，对应到深度神经网络中就是增大网络的参数量，扩大优化空间。

定义关于假设空间 H 的逼近误差 εapp 如下：

εapp(H) = E[R(h∗)−R(ĥ)] (4.20)
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(a) 假设空间 H 复杂度高，训练数据集
规模大

(b) 假设空间 H 复杂度高，训
练数据集规模小

(c) 小样本学习中直接使用参数量少
的深度神经网络

(d) 小样本学习中基于先验知识的深
度神经网络低维优化空间构建

图 4-4 不同假设（优化）空间复杂度和训练集规模下深度神经网络的优化过程解
释

Fig. 4-4 Explanation of the optimization of deep neural networks under different
hypothesis (optimization) space complexity and training dataset scale
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假设空间 H 下经验误差和期望误差的差值构成泛化误差 εgen，泛化误

差不仅与假设空间 H 的复杂度相关，也与训练数据集相关，即

εgen(H,X) = E[R(hI)−R(h∗)] (4.21)

则关于 hI 和 ĥ 的期望误差的差值可以分解为逼近误差 εapp 和泛化误

差 εgen，即

E[R(hI)−R(ĥ)] = εapp(H)+ εgen(H,X) (4.22)

图4-4是不同假设空间复杂度和数据集规模下深度神经网络的优化过
程。a) 图展示的是当训练数据集规模很大的时候，由于能够充分地在数据
分布 p(x,y) 中进行抽样，因此能够得到 hI 使得泛化误差 εgen 小。同时假

设空间 H 复杂度高保证了逼近误差 εapp 小。b) 图对应的小样本学习的情
况，当训练数据集规模很小的时候，训练数据集提供的信息有限，较复杂的

假设空间使得深度神经网络陷入“过拟合”的情况，此时泛化误差 εgen 显

著增大。一个自然的想法是采用参数量较少的深度神经网络，然而如 c) 图
所示，直接裁剪假设空间 H 至 H

′
会导致模型表示能力减弱，使得逼近误

差 εapp 增大，因此直接采用参数量较少的深度神经网络对于小样本学习问

题并不是最佳选择。如何根据先验知识构建如 d) 图一样合适的低维优化空
间是小样本学习问题的重要研究内容。

4.3 基于 NTK 低维假设的小样本学习策略

4.3.1 研究动机

NTK 低维假设推导得到深度神经网络优化并不是在高维的参数空间，
而是在由参数的线性组合构成的低维的优化子空间中。NTK 低维假设得到
的低维优化子空间能够使得深度神经网络在大规模数据集上快速收敛于相

同的性能点，说明提取出来的优化子空间为“最优”的优化子空间。回顾小

样本学习，小样本学习需要低维的优化空间，低维优化空间的构造需要先

验知识。那么一个很自然的问题产生，NTK 低维假设得到的优化子空间能
否作为小样本学习中的低维优化空间呢？

为了解答这个问题，本小节在不同数据集规模下对比两种深度神经网
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(b) CIFAR-100-small 数据集

图 4-5 不同数据集规模下深度神经网络在高维参数空间和基于 NTK 低维假设的
低维子空间训练后测试集准确率

Fig. 4-5 The testing accuracy of the deep neural network optimized in the high-
dimensional parameter space and the low-dimensional subspace based on the NTK
low-dimensional hypothesis under different dataset scales
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络采用 SGD 和 P-SGD 算法后测试集分类准确率。对比实验使用的两种深
度神经网络是 ConvNet(3-32-32-32) 和 ResNet-20，在 CIFAR-10 数据集和
CIFAR-100-small两种数据集中进行验证，其中 CIFAR-100-small数据集是
从 CIFAR-100 的 100 类中选取 5 类构造而成。数据集的规模由在原始数据
集的每类中抽取的样本数目决定。

图4-5是对比结果，其中横坐标 K shot 指的是从数据集的每类中抽取
的样本数目，红色曲线代表深度神经网络利用 SGD算法在原始的高维参数
空间训练，蓝色曲线代表深度神经网络利用 P-SGD 算法在基于 NTK 低维
假设的低维子空间训练。实验现象表明，当采用 CIFAR-10 和 CIFAR-100-
small 所有样本进行训练时，深度神经网络在高维参数空间和基于 NTK 假
设的低维子空间训练后测试集准确率接近，这个和 4.1 章节中的深度神经
网络低维训练特性这个结论一致的。随着 K-shot 的减小，也就是数据集的
规模逐渐减小，可以看到红色曲线和蓝色曲线在测试集准确率上的差距逐

渐增大。当数据规模逐步变小的时候，由于训练样本数目不足以支持深度

神经网络在复杂的假设空间中优化至图4-4中的 h∗ 点，深度神经网络在原

始的高维参数空间训练泛化误差增大，“过拟合”情况更加严重；而当深度

神经网络在基于 NTK低维假设的优化子空间中训练的时候，由于训练样本
数目和深度神经网络的优化空间的复杂度匹配，并且优化子空间是在 NTK
低维假设的强先验条件下提取的，深度神经网络在小样本学习上出现的“过

拟合”情况会得到显著缓解。这种现象说明了 NTK低维假设得到的优化子
空间可以作为小样本学习的低维优化空间，利用这个子空间可以缓解深度

神经网络在小规模数据集上的“过拟合”情况。

然而基于 NTK 低维假设的优化空间需要在大规模数据集上提取，即
投影矩阵 P 是通过深度神经网络在大规模数据集上训练过程参数变化轨迹

PCA 降维获得，这个强先验条件在小样本学习问题中是理想化的。因此后
面两小节在基于 NTK 低维假设的优化空间的基础上，重点解决小样本学
习情况下投影矩阵 P 的学习问题。

4.3.2 元学习方法

由于小样本学习中和小规模数据集相同类别的大规模数据集无法获得，

无法通过直接对参数变化轨迹降维获取降维矩阵 P。针对这个问题，本章
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提出采用元学习的方法在多个同等规模但类别不同的数据集上训练得到对

于不同数据集迁移性能较好的降维矩阵 P。本小节重点对元学习方法进行

介绍。

图 4-6 元学习方法对应的小样本学习问题的形式

Fig. 4-6 The few-shot setting in the meta learning method

图4-6是元学习方法对应的小样本学习问题的形式。每个小规模数据集
γ 称为任务（task），在元学习中假设 γ 是从分布 p(γ) 中产生。每一个任务
γ 中用于优化基学习器（Base learner）的部分 γ tr 称为支持集合（Support
set），用于优化元学习器（Meta learner) 的部分 γ te 称为查询集合（Query
set)。元学习中所有用于训练的任务构成的集合记为 Γsr，用于测试的任务

构成的集合记为 Γtg，其中值得注意的是 Γsr 和 Γtg 含有的样本类别不同。

元学习方法可以看作是学习一个在多个任务上泛化性能都较好的模型，

并且使得模型在新的任务中能够快速适应。和预训练方法（Pre-training)类
似，元学习方法需要在不同的数据集中迁移“知识”；和预训练方法的差别
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在于元学习方法是在大量的任务上优化”知识“。元学习方法中称”知识

“为元学习器，本小节中记为 ω。元学习器 ω 一般指的是深度神经网络优化
过程中的超参数，Fin 等人[109] 提出的 MAML 方法将深度神经网络的初始
化参数作为元学习器，Franceschi 等人[110] 和 Li 等人[111] 将正则化项系数

及学习率作为元学习器。

元学习方法的模型训练过程是双层（Bi-level）的优化问题，可以数学
表示成以下形式：

ω∗ = argmin
ω

M

∑
i=1

ℓmeta(θ ∗(i),ω,Γte(i)
sr )

s.t. θ ∗(i) = argmin
θ

ℓtask(θ ,ω,Γtr(i)
sr )

(4.23)

其中 ℓmeta 和 ℓtask 是外层和内层优化的目标函数，小样本回归问题通常采

用均方误差损失函数，而小样本分类问题采用的是交叉熵损失函数。外层

优化元学习器 ω 使得在不同任务上根据元学习器产生的深度神经网络参数
θ ∗(i) 都能够取得更好的泛化性能，而内层优化就是在给定元学习器 ω 和任
务的情况下，训练深度神经网络参数 θ 使得其在该任务的支持集合上的损
失函数值较低。关于元学习研究中外层优化和内层优化采用的最优化算法，

MAML 算法和 Reptile 算法中采用的是梯度下降算法。如果优化过程中遇
到不可微的部分，在外层优化和内层优化中可以采用强化学习和进化算法。

4.3.3 低维优化子空间的学习算法

投影矩阵 P 是深度神经网络优化过程的超参数，可以作为元学习器。

通过元学习过程中的双层优化可以得到在多个新的任务上迁移性较强的低

维优化子空间。图4-7是通过元学习方法学习低维优化子空间的示意图，深
度神经网络参数采用了随机初始化，投影矩阵 P 采用随机正交矩

阵进行初始化。对于 Γsr中的每一个任务 γ，深度神经网络 θ 采用公式(4.17)在
投影矩阵 P 对应的低维子空间中进行训练，其中内层梯度下降优化的学习

率 η 记为 ηtask。经过 t 次训练迭代，可以得到在 Γsr 中所有任务上训练后

的深度神经网络参数 {θ i(t)}M
i=1。根据 {θ i(t)}M

i=1 计算在 Γsr 中所有任务的
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图 4-7 通过元学习方法学习低维优化子空间示意图

Fig. 4-7 The learning process for the low-dimensional optimization subspace
through meta learning method

交叉熵损失函数之和 Lmeta(P,Γte
sr)：

Lmeta(P,Γte
sr) =

1
M

M

∑
i=1

ℓmeta(θ i(t),P,Γte
sr

i
) (4.24)

根据元学习方法的外部优化过程，接下来需要优化投影矩阵 P 从而最

小化 Lmeta(P,Γte
sr)。由于 Lmeta(P,Γte

sr)中的 θ i(t)是在投影矩阵 P的作用下通

过 P-SGD 优化器训练得到的，Lmeta(P,Γte
sr) 对投影矩阵 P 的梯度存在，针

对投影矩阵 P 的优化可以采用梯度下降的方法。第 k+ 1 次迭代对应的投

影矩阵 P(k) 为：

P(k+1) = P(k)−ηmeta∇PLmeta(P,Γte
sr) (4.25)
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算法 3 基于元学习方法的低维优化子空间的学习方法
输入: 用于模型训练的任务构成的集合 Γsr，用于模型测试的任务构成的集
合 Γtg，外层优化的学习率 ηmeta 和优化迭代次数 Tmeta，内层优化的学
习率 ηtask 和优化迭代次数 Ttask。

输出: 迁移性较好的低维优化子空间的投影矩阵 P
1: 随机初始化深度神经网络参数 θ 并且采用随机正交矩阵初始化投影矩
阵 P，初始化值分别为 θ(0) 和 P(0)

2: 从分布 p(γ) 中采集任务 γ 构成 Γsr 和 Γtg，从训练任务集合 Γsr 中采集
数据构成 Γtr

sr 和 Γte
sr。

3: for k=1 to Tmeta do
4: for t = 1 to Ttask do
5: 对 Γtr

sr 中的所有任务计算深度神经网络的输出 f (θ(t−1),Γtr
sr
(i))，计

算损失函数 ℓ(θ(t −1))。
6: θ(t) = θ(t −1)−ηtaskP(k−1)P(k−1)T ∇θ l(θ(t −1))
7: end for
8: 对 Γte

sr 中的所有任务计算计算深度神经网络的输出 f (θ(t −1),Γte
sr
(i))，

根据公式(4.24)计算损失函数 Lmeta(P,Γte
sr)

9: P(k) = P(k−1)−ηmeta∇PLmeta(P,Γte
sr)

10: end for

模型测试阶段采用的是 Γtg 上所有任务。此时给定在元学习训练完成

的投影矩阵 P，在 Γsr 的所有任务上通过公式(4.17)训练深度神经网络参数
θ。算法3 将关于基于元学习方法的低维优化子空间的学习方法总结成伪代
码。

4.4 实验验证

4.4.1 实验设置

本章在小样本分类任务上验证低维优化子空间对缓解深度神经网络在

小样本数据集上的过拟合情况的作用。实验采用了 CIFAR-FS 和 MiniIma-
geNet 两个小样本数据集，下面介绍这两个数据集：

• CIFAR-FS 数据集

CIFAR-FS 数据集来源于 CIFAR-100 数据集，其中 100 个类别随机
划分成 64、16和 20个类别用于小样本学习算法的训练、验证和测试。
每个类别含有 600 张 32×32 的 RGB 图像。
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• MiniImageNet 数据集

MiniImageNet数据集是标准的小样本图像分类数据集，其包含从 Im-
ageNet2012 竞赛数据集 ILSVRC-2012 中随机选取的 100 个类别的图
像。100 个类别被随机划分成 64、16 和 20 个类别用于小样本学习算
法的训练、验证和测试。每个类别含有 600 张 86×86 的 RGB 图像。

实验验证中采用的深度神经网络结构是四层卷积神经网络 ConvNet(3-
32-32-32），其中 3-32-32-32 是卷积层输入特征的通道数目。4.2 节中提到小
样本分类问题采用的是“N-way K-shot”的形式，即每一个任务都是“N-way
K-shot”。其中实验中 N 的取值为 {5,10}，K 的取值为 {1,5}，N 和 K 组

合得到每个任务的训练集样本数目的取值有 {5,10,25,50}。每个测试集由
从每类数据中抽取的 15 个样本构成，当 N 的取值为 5 的时候测试集的规
模为 75，当 N 的取值为 10 时测试集的规模为 150。

基于元学习方法得到子空间的过程需要利用到多个任务来对子空间进

行优化，元学习有外层和内层两个优化过程。内层利用 P-SGD 优化器对
深度神经网络的参数进行优化，学习率 ηtask 设置为 0.01，每一个任务优化
迭代次数 Ttask 设置为 5；外层利用 Adam 优化器对投影矩阵 P 进行优化，

需要的任务数目 M 设置为 16，优化迭代次数 Tmeta 设置为 20000，学习率
ηmeta 设置为 0.001。

4.4.2 算法的收敛性分析

图4-8展示的是基于 NTK 低维假设与元学习方法的低维子空间方法
（meta subspace 方法）两层优化过程，(a) 图描述的是外层优化过程中损失
函数 Lmeta(P,Γte

sr) 的变化，(b) 图和 (c) 图描述的是 5-way 1-shot 和 5-way
5-shot 两种条件下训练任务的查询集合分类准确率的变化。随着内层优化
的进行，(b) 和 (c) 图显示在给定的初始化的低维空间中，深度神经网络参
数根据梯度的方向不断优化，在训练任务的查询集合上的分类准确率不断

上升。但由于初始化的低维子空间欠佳，分类准确率上升的速度较缓，此时

需要对低维子空间进行优化。外层优化针对的是低维子空间的投影矩阵 P，

(a) 图显示随着外层优化过程的进行，损失函数 Lmeta(P,Γte
sr) 不断下降，低

维子空间不断优化，到 5000 个迭代周期收敛到迁移性较好的子空间。深度
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图 4-8 Meta Subspace 方法在 CIFAR-FS 数据集上的双层优化过程
Fig. 4-8 The bi-level optimization process for the meta subspace method on the
CIFAR-FS dataset
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图 4-9 不同优化空间下 ConvNet 在 CIFAR-FS 测试任务的查询集合上准确率变
化曲线

Fig. 4-9 Accuracy curve of ConvNet on the query set of CIFAR-FS testing task
under different optimization spaces

79



上海交通大学硕士学位论文

神经网络在不断优化的子空间下收敛速度逐渐加快，并且能够达到更佳的

局部最优点，使得其在训练任务的查询集合上的分类准确率升高。

低维子空间优化的优势在于需要学习调整的参数较少，模型搜索空间

小，在数据信息有限的情况下可以减缓模型”过拟合“的程度。图4-9展示
的是 5=way 1-shot 和 5-way 5-shot 条件下 ConvNet 在 CIFAR-FS 测试
任务的查询集合和不同优化空间下分类准确率变化曲线。实验中采对比的

优化空间有网络参数原空间 (original space)、基于 NTK 低维假设的理想
子空间 (well subspace) 和 meta subspace。选择的 CIFAR-FS 测试任务是
CIFAR-FS 测试任务集合的前 5 个类别，在 original space、well subspace
以及 meta subspace 中采用的学习率 η 均为 0.01。

无论是在 5-way 1-shot 以及 5-way 5-shot 的条件下，ConvNet 在不
同优化空间下进行训练后在测试任务的支持集合上分类准确率均可以达到

100%。然而不同优化空间下训练后 ConvNet在查询集合上的分类准确率差
别显著。在 original space 上，ConvNet 训练陷入欠佳的局部最优点，出现
了严重的“过拟合”的情况。而在 well subspace 中，ConvNet 可以训练到
更好的局部最优点，此时 ConvNet 的“过拟合”情况大幅度缓解。出现这
个现象的原因是 well subspace 是根据 ConvNet 在相同类别的大规模数据
上参数的训练轨迹提取出来的，虽然减少数据集的规模给 ConvNet 的优化
过程提供了更少的信息，但是 well subspace 约束 ConvNet 在理想的低维
空间中优化，使得 ConvNet 能够收敛到更加接近全局最优点的位置。然而
well subspace 是理想化的情况，实际应用中获取不到和小样本相同类别的
大规模数据集。在 meta subspace中训练后，ConvNet在查询集合上达到的
准确率显著高于在 original space中训练的结果，和 well subspace中训练的
结果进一步接近。相较于在 well subspace 中进行训练，ConvNet 在 meta
subspace中训练的时候能够更快地收敛。以上实验结果说明，meta subspace
能够帮助深度神经网络缓解在小样本学习中出现的“过拟合”情况，并且方

法具有更强的物理实现性能。

4.4.3 低维优化算法在不同小样本分类数据集上的结果

本小节给出了基于不同优化空间的深度神经网络优化算法在 CIFAR-
FS以及MiniImageNet两个小样本分类数据集上的结果。如表4-1所示，pre-
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表 4-1 CIFAR-FS 和 MiniImageNet 数据集上基于不同优化空间的学习算法的分
类准确率比较

Table 4-1 Comparison of classification accuracy of learning algorithms based on
different optimization spaces on CIFAR-FS and MiniImageNet datasets

数据集 优化空间 5−way 1− shot 5−way 5− shot 10−way 1− shot 10−way 5− shot

CIFAR-FS

Original Space 37.95±7.79 53.40±7.29 25.75±3.67 39.52±6.76
Pretrained Subspace 40.66±6.00 56.25±4.90 21.12±3.17 26.96±4.09

Well Subspace 64.00±8.94 70.79±8.36 50.39±8.59 64.86±4.17
Meta Subspace 47.05±8.32 64.55±9.21 36.66±6.30 45.92±5.55

MiniImageNet

Original Space 34.12±8.79 45.55±3.15 20.68±4.46 31.15±5.80
Pretrained Subspace 36.31±6.22 48.25±5.38 18.31±2.43 24.02±3.18

Well Subspace 58.24±7.83 64.73±9.56 43.26±6.91 54.52±5.37
Meta Subspace 44.07±7.65 56.84±8.73 30.06±5.42 37.92±4.75

表 4-2 MiniImageNet 数据集上不同小样本学习算法的分类准确率比较
Table 4-2 Comparison of classification accuracy of different few-shot learning
algorithms on the MiniImageNet dataset

小样本学习算法 5−way 1− shot 5−way 5− shot
ConvNet 34.12±8.79 45.55±3.15

Nearest Neighbor[112] 41.08±6.84 51.04±7.65
Matching Nets[37] 43.56±7.21 55.31±8.31

ConvNet+Meta Subspace 44.07±7.65 56.84±8.73

trined subspace 指的是基于一个训练任务的参数变化轨迹来提取低维优化
空间。实验结果记录的是在 10 个随机选取的测试任务的查询集合上分类准
确率的均值和标准差。实验结果显示，在 original space 和 pretrained space
中优化，测试任务的查询集合上分类准确率较低。而在 meta subspace中优
化，测试任务的查询集合上分类准确率显著提升，进一步接近在 well sub-
space 优化的结果。实验结果说明在 meta subspace 中进行深度神经网络参
数的优化可以缓解深度神经网络的”过拟合“的情况。

本小节还对比了基于 meta subspace 的小样本学习方法与部分现有的
小样本学习算法在 MiniImageNet 数据集上的分类准确率。其中，Nearest
Neighbor利用了 K-最近邻的思路判断小样本数据集中查询集合的样本和支
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持集合的样本之间的距离，来确定查询集合的样本的标签。Matching Nets[37]

利用了神经网络来实现查询集合的样本与支持集合所有样本匹配的过程，

通过数据驱动训练神经网络的参数从而学习 Nearest Neighbor 的度量函数。
表4-2展示了四种算法在 5-way 1-shot 和 5-way 5-shot 情况下的结果，基于
Meta Subspace 的小样本学习方法在测试任务的查询集合上的准确率高于
Nearest Neighbor 和 Matching Nets 算法。

4.5 本章小结

本章从神经正切核低维假设和深度神经网络低维训练特性的角度思考

深度神经网络在小样本学习问题上出现的“过拟合”现象的解决方法。由

于优化的参数空间较大并且小规模数据集提供的信息有限，深度神经网络

在小样本问题上容易”过拟合“。因此，合适的低维优化空间的构造是小样

本学习研究的重要问题。本文从 NTK低维假设角度出发，得到深度神经网
络的优化过程是在低维空间中进行的。随着数据规模减小，深度神经网络

在基于 NTK 低维假设得到的优化空间进行训练后泛化性能显著好于在原
参数空间训练后的泛化性能，说明基于 NTK 低维假设得到的优化空间使
得深度神经网络在小样本学习问题上出现的”过拟合“现象有效缓解。然

而基于 NTK 低维假设得到的优化空间需要深度神经网络参数变化的轨迹，
属于理想化的先验条件。因此，本章提出通过元学习的方法对优化子空间

进行学习和调整。本章在 CIFAR-FS 和 MiniImageNet 两个小样本分类数
据集上进行了实验验证，在基于 NTK 低维假设和元学习方法得到的低维
空间进行训练时，深度神经网络在小样本数据集上出现的”过拟合“现象得

到显著缓解，提出的小样本学习方法在分类准确率上好于 Nearest Neighbor
和 Matching Nets 方法。
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第五章 总结和展望

5.1 全文总结

核函数的随机特征有效地解决了大规模核学习运算和存储复杂度大的

问题，并且可以通过级联的结构构建更加灵活的核方法，成为核学习领域

的研究热点。本文主要围绕两个角度展开对核函数的随机特征的研究，一

个是解决现有核函数的随机特征框架存在的问题，如：核函数的随机特征

要求核函数具有正定性和平移不变性，而常用的线性核、多项式核以及用

于神经网络动态特性研究的 NTK 等不同时满足这两个性质；计算存储资
源有限时，现有随机特征框架直接减少随机特征的维度会带来核方法泛化

性能的下降。另一个是探索随机特征及其反映的核函数能够被低维逼近的

性质在其他机器学习算法中的应用，如利用核函数的低维逼近研究深度神

经网络的低维结构。本文的具体贡献可以归纳为以下几个方面：

1. 在第二章，针对随机傅里叶特征对于核函数的正定性和平移不变性
的限制，本文提出了针对复空间下的不定核随机特征逼近方法。当所有数

据约束在单位球面上的时候，非平移不变核函数可以转变为平移不变但非

正定的核函数。因此，对于不定核和非平移不变核的随机傅里叶特征逼近

可以统一为对不定核的随机傅里叶特征逼近。本文从符号测度和 Jordan 分
解的角度出发，提出了在复数空间中构建不定核的随机傅里叶特征逼近方

法。本文理论证明了提出的逼近方法的无偏性质，并且采用正交化的方法

减小逼近的方差。本文以 Epanechnikov核函数与 Delta-Gaussian核函数两
个具体的不定核函数，在多个数据集上对比了提出的方法和现有针对不定

核和非平移不变核函数的逼近性能，验证了提出的方法能够取得更低的逼

近误差，在 SVM 和 SVR 等学习问题上具有更好的性能。
2. 在第三章，针对计算存储限制下核函数随机特征的逼近问题，本文

提出了低比特量化随机特征的构建方法，以及相应的基于低比特量化的随

机特征的深层核学习框架，来缓解减少随机特征维度带来的核方法的泛化

性能的损失。相比于 32 位浮点数表示，低比特量化的随机特征允许深层核
函数在计算存储资源限制的情况下宽度和深度的增加。本文理论分析低比

特量化能够带来的模型压缩和运算加速的程度。最后在不同的计算存储资
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源下本文验证了在存储资源有限的情况下随机特征的低比特轻量化表示方

法比 32 位浮点数表示方法更好的学习性能。
3. 第四章是随机特征及其代表的核函数的低维逼近思想在其他机器学

习算法中的应用的探索。针对深度神经网络在小样本学习问题上出现的“过

拟合”现象，本文基于 NTK 低维假设和深度神经网络的低维训练特性，构
造了深度神经网络在小样本学习问题上的低维优化空间。随着数据规模减

小，深度神经网络在基于 NTK低维假设得到的优化空间进行训练后泛化性
能显著好于在原参数空间训练后的泛化性能，说明基于 NTK 低维假设得
到的优化空间使得深度神经网络在小样本学习问题上出现的”过拟合“现

象有效缓解。然而基于 NTK 低维假设得到的优化空间需要深度神经网络
参数变化的轨迹，属于理想化的先验条件。因此，本文提出通过元学习的方

法对优化子空间进行学习和调整。本文在 CIFAR-FS 和 MiniImageNet 两
个小样本分类数据集上进行了实验验证，在基于 NTK 低维假设和元学习
方法得到的低维空间进行训练时，深度神经网络在小样本数据集上出现的”

过拟合“现象得到显著缓解，并且本文提出的小样本学习方法在分类准确

率上好于 Nearest Neighbor 和 Matching Nets 方法。

5.2 未来展望

本文的研究工作存在一定的局限性，部分问题有待下一步更加深入地

探究：

1. 本文在第二章提出的核函数的随机傅里叶特征逼近方法突破了正定
性和平移不变性的限制，然而目前提出的随机特征逼近方法要求核函数的

傅里叶变换具有解析表达式。而许多核函数具有傅里叶变换，但其傅里叶

变换只能够数值求解。针对这种类型的核函数，我们需要研究如何设计相

应的随机特征的采样方式。

2. 本文在第四章提出了基于低维优化空间的小样本学习方法，低维优
化空间通过 NTK低维假设构造并且利用元学习方法调整。然而，提出方法
只是给出了小样本学习的低维优化空间，没有给出在低维优化空间中的合

适的优化的初始点及优化的方向。后续工作可以研究如何在低维优化空间

中选择合适的初始点和优化的方向，并且结合现有的小样本学习算法，进

一步深度神经网络在小样本学习任务上的性能。
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附录

本附录主要包括对文中提出的定理的证明。

A. 定理2.5的证明
证明.（必要性）和 RKKS 相关的不定核函数有正定分解

k(x− y) = k+(x− y)− k−(x− y)

其中 k+(x− y) 和 k−(x− y) 是正定核函数。根据 Bohner 定理，其对应的随
机傅里叶变换是非负且有限的 Borel 测度 p+(ω) 和 p−(ω)，即有

k(z) = k+(z)− k−(z) =
∫
Rd

exp(iωT z)p+(dω)−
∫
Rd

exp(iυT z)p−(dυ)

由于 p+(ω) 和 p−(ω) 是非负且有限的 Borel 测度，则

||p+||=
∫ ∞

0
|p+(||ω||)|d||ω||=

∫ ∞

0
p+(||ω||)d||ω||<+∞

得到 p+(ω) 的总质量是有限的，同理 p−(ω) 的总质量也是有限的。则

||p||= ||p+||+ ||p−||<+∞

p(ω) 的总质量是有限的。

（充分性）令 Ω :=Rd，A 是包含 Ω所有开子集在内的最小 σ -代数。不
定核函数 k(z) 的（广义）傅里叶变换为：

p(ω) =
∫

Ω
exp(−iωTz)k(z)dz

由于 p(ω) 的总质量是有限的，即 ||p(ω)|| < ∞，则 p(ω) ∈ (−∞,+∞)，

p(ω) 可以看做是符号测度。根据 Jordan 定理，符号测度 p(ω) 可以分解成

p+(ω) 和 p−(ω)。则根据公式(2.20)和(2.23)，此时不定核函数可以分解成
两个正定核函数的差。由此可证得不定核函数 k 具有正定分解 k = k+−k−。
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B. 定理2.6的证明
证明：根据公式(2.20)和公式(2.5)，有

E [KGRFF(z)] = E

[
s

∑
i=1

1
s
||p+||cos(ωT

i z)−
s

∑
i=1

1
s
||p−||cos(υT

i z)

]

=
s

∑
i=1

||p+||
s

E(cos(ωT
i z))−

s

∑
i=1

||p−||
s

E(cos(υT
i z))

其中 {ω i}s
i=1 和 {υ i}s

i=1 分别在 p̃+(ω) 和 p̃−(υ) 中进行独立同分布采
样。根据 Bohner 定理，有

E(cos(ωT
i z)) = k̃+(z), E(cos(υT

i z)) = k̃−(z)

则公式(5.1)可以写成：

E [KGRFF(z)] =
s

∑
i=1

||p+||
s

k̃+(z)−
s

∑
i=1

||p−||
s

k̃−(z)

= ||p+||̃k+(z)−||p−||̃k−(z) = k(z)

证明得到 KGRFF(z) 的无偏性，下面求取逼近方差，由于权值是随机同

分布采样，则有：

V [KGRFF(z)] = V

[
s

∑
i=1

1
s
||p+||cos(ωT

i z)−
s

∑
i=1

1
s
||p−||cos(υT

i z)

]

=
||p+||2

s2

s

∑
i=1

V[cos(ωT
i z)]+

||p−||2

s2

s

∑
i=1

V[cos(υT
i z)]

=
||p+||2

s
(E[cos2(ωT

1 z)]− k̃2
+(z))+

||p−||2

s
(E[cos2(υT

1 z)]− k̃2
−(z))

=
||p+||2

s

[
1+ k̃+(2z)

2
− k̃2

+(z)

]
+

||p−||2

s

[
1+ k̃−(2z)

2
− k̃2

−(z)

]

C. 定理2.8的证明
证明：设 ai = cos(ωT

i z)，bi = cos(υT
i z)，因为 {ω i}s

i=1 和 {υ i}s
i=1 正交后不
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再满足独立同分布采样的性质，则

V(KGORF(z)) = V

[
s

∑
i=1

1
s
||p+||ai −

s

∑
i=1

1
s
||p−||bi

]

= E

( s

∑
i=1

1
s
||p+||ai −

s

∑
i=1

1
s
||p−||bi

)2
−E2

[
s

∑
i=1

1
s
||p+||ai −

s

∑
i=1

1
s
||p−||bi

]

=
||p+||2

s2

s

∑
i=1

[
E2(ai)−E(a2

i )
]
+

||p−||2

s2

s

∑
i=1

[
E2(bi)−E(b2

i )
]
+

||p+||2

s2

s

∑
i, j=1,i 6= j

[E(aia j)

−E(ai)E(a j)]+
||p−||2

s2

s

∑
i, j=1,i 6= j

[E(bib j)−E(b2
i )]+H(z)

由于 {ω i}s
i=1 和 {υ i}s

i=1 是从 p̃+(ω) 和 p̃−(υ) 中进行采样，则根据定
理2.7，有

V(KGORF(z)) = V[KGRFF(z)]+ ||p+||2Gk̃+
(z)+ ||p−||2Gk̃−

(z)+H(z)

对于 H(z) 的计算，有

H(z) =
2
s2 ||p+||||p−||[E[

s

∑
i=1

ai]E[
s

∑
j=1

b j]−E[
s

∑
i, j=1

aib j]]

= 2||p+||||p−||[E(a1)E(b1)−E(a1b1)]
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人觉得达到了我对于硕士研究生生涯的预期。整个硕士阶段主要起到承上

启下的关键作用，“承上”指的是延续自己在上海交大本科四年的时光，继

续完成本科四年未尽的事业；“启下”指的是找准自己人生的发展定位，为

未来博士生涯打好科学研究的基本功，在更宽广的舞台上发光发热。

说到完成硕士毕业论文要感谢的人，我最先要感谢的是我的导师黄晓

霖老师，他严谨认真的治学态度和对于学术研究一贯的热情深深感染了我；

在整个研究生过程中，他提供了很多研究上的指导和帮助，使得我对于学

术研究拥有了更加深入的理解和认识；在个人未来发展上他也坚定支持我

做出的选择。其次我要感谢实验室的杨杰老师、屠恩美老师以及刘方辉师

兄，谢谢他们营造了良好的实验室氛围，并且在科研上给我的帮助。

我也要感谢一路与我同行的小伙伴，楚天舒、何凡、方坤、谢佳轩、王

凯捷、姚乐宇、吴颖雯、谭雷、李涛、陈思哲、何铭震、李明哲、谢志强等

PAMI实验室同学，谢谢他们在科研生活上给我的帮助，他们的陪伴让我的
硕士生涯不再孤单；感谢宿舍舍友何志宇、吴庶宸同学及好朋友赵晨辰，经

常性与他们的人生探讨给了我很多启示，在我迷茫的时候指引了我前行的

方向。我还要感谢身边和远方的朋友，他们给了我很多关爱与温暖。最后，

我尤其要感谢我的家人，我的母亲、逝去的父亲和我的外婆，他们是最爱我

的。我的父亲在我高考的时候去世了，成为了我人生中永远的一道难以抹

去的疤痕；我的母亲在我读研期间身体状况逐渐糟糕，我内心有很深的愧

疚。但我想，他们的心愿也就是希望我健康快乐地活下去，面对纷繁复杂的

世界，我要坚强勇敢地走下去，才能最大可能地实现他们的心愿。

我硕士毕业后即将加入香港中文大学工程学院院长黄定发教授的团队

攻读博士学位，这对于我来说是更大的平台和挑战。“今番良晤, 豪兴不浅,
他日江湖相逢, 再当杯酒言欢。咱们就此别过。”交大岁月永远是我心中美
好的记忆，希望自己毕业后有机会回到待过将近七年的地方多看看。
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